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Exercice 1. Raisonnement par récurrence :

1) Montrer pour tout n ∈ N∗ que :

a)
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2

b)
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

c)
n∑

k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4
.

d) 7 divise 32n+1 + 2n+2 .

e) 9 divise 22n + 15n− 1.

f) 3 divise 4n + 5.

g) ∀m ∈ N∗ on a :
(mn)!

m!n!
∈ N∗.

2) Démontrer que : ∀n ∈ N∗, ∃(pn, qn) ∈ N2 tel que
(2 +

√
3)n = pn + qn

√
3.

3) Soit θ ∈
]
0,
π

2

[
, et (un) la suite définie par :

u0 = 2 cos

(
θ

2

)
, un+1 =

√
2 + un ∀n ∈ N.

Démontrer que : un = 2 cos

(
θ

2n

)
.

Exercice 2. Manipulation des sommes :

1) Calculer pour tout n ∈ N∗ les sommes suivantes :

a)
∑

1≤i≤j≤n

ij .

b)
∑

1≤i≤j≤n

(i+ j)2 .

c)
∑

1≤i≤j≤n

max(i, j) .

d)
∑

1≤i≤n,1≤j≤n

max(i, j) .

2) Démontrer la formule dite de Lagrange :(
n∑

i=1

xiyi

)2

+
n∑

1≤i<j≤n

(xiyj − xjyi)
2 =

(
n∑

i=1

x2
i

)(
n∑

i=1

y2
i

)

On pourra raisonner par récurrence sur n ≥ 2 .

3) En déduire l’inégalité dite de Gauchy-Shwarz :(
n∑

i=1

xiyi

)2

≤

(
n∑

i=1

x2
i

)(
n∑

i=1

y2
i

)

Fin.
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