FEUILLE D’EXERCICES : Fonctions intégrables.

MPSI-Maths. Source disponible sur :
Mr Mamouni : myismaill @menara.ma (©http://www.chez.com/myismail
Exercice 1. Etudier l'intégrabilité des fonctions suivantes sur les in- Exercice 3. Comparaison entre somme et intégrale.
tervalles cités. 1) Montrer que, pour tout n € N, la fonction © — z™Inz est
Inx 1
1) f(x) = _12 o 10,1] et 1, 4o0[. intégrable sur 10, 1], puis calculer/ " Inzder.
(z —1) 0
1 1
2) flz)= 22— sur |0, 1[. 2) Montrer que, la fonction f : x +— 1nx , est bornée sur |0, 1] puis
sin x intégrable.
3) f(x)= o Sur 10, +00], ot v paramétre réel. 3) Montrer que, pour tout n € N*, on a -
4) flx)=2z" \lnx\ﬁ, sur]0,1[ et |1, +o0[, ot «, 5 paramétres réels. ''Ing & M
< — ‘
Intégrales de Bertrand. o 1—x de kz_; 2| — n+1 ou M ?UP /]
Inx —x B n—1
5) flz) = 1—=x et g(x) = Inzx sur 10, 1[. Indication : Utiliser la relation : 1 — 2" = (1 — x Zxk
1 1)—1In2 1 1)—zIn2 k=0
6) T n(x+2)1 1 eth:xl—>n(x+2) 1xn : U
L L 4) En déduire la valeur de / dx.
o 1—x

Exercice 2. Intégrale de Gauss Indication : On admet le résultat suivant : lim Z =i %

n—-4o0o

1) Montrer que In(1 + x) < z, pour tout réel x > —1.

2) En déduire que (1 — £>n <e < (1 + E)_n, Vo e |0,n|.
n

n

3) Montrer que, x — e~ est intégrable sur [0, 400, puis en déduire

+oo 2 _ﬁ

que e " dx
Jo 2 Exercice 4. Soit f : [0, +0o[— R continue telle que f? intégrable.

Indication : On pourra utiliser ’encadrement :

2\ " 2\ —1N

x x -
(1 — —) <e ™ < (1 + —) , pour tout x € [0,+/n[, puis 1) Montrer que 11—1>I4I-100 x/ ()

n n
utiliser exercices 5 et 6. 2) Intérpreter ce résultat.
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Exercice 5. Etude d’une suite d’intégrales.

1
1
1) Pour tout n € N, on pose : I,, = / ——dt.
) ’ o A+

a) Donner une relation entre I,, et I,_1, pour tout n € N*.

+oo 1
2) Pour tout n € N*, on pose : J, = / ———dt.
) P o (At

a) Montrer que J, est bien définie.

b) Donner une relation entre J,, et J,_1, pour tout n € N*.

c) Ezprimer J, en fonction de n, pour tout n € N.

d) Donner un équivalent simple de J,, quand n — +00.
On pourra utiliser la relation de Stirling :

2mn <ﬁ)
e

nl ~

e) Montrer que 0 < J, — I, <
f) En déduire lim +/nl, et lim I,.

n—-+o0o n—-+00

1)

2)

3)

Exercice 6. Intégrales de Wallis.

1
Pour tout n € N, on pose : w, = / (1 —t2)™dt.
0

1) Donner une relation entre w, et w,_1, pour tout n € N*.
2) Ezprimer w, en fonction de n, pour tout n € N.

3) Donner un équivalent simple de w,, quand n — +00.
On pourra utiliser la relation de Stirling :

2mn (ﬁ>n
e

4) FEn déduire lim +/nw, et lim w,.

n—-+00 n—-+00

n!l ~
“+00

Exercice 7. La constante d’Euler.
Pour tout n € N*, on pose vy, =1+ =+ ...+ —.
n

1
2

Montrer que (Vn)nen+ est monotone bornée entre 0 et 1, donc
converge, on notera vy sa limite, appelée constante d’Euler.
Indication : Penser a utiliser le TAF, ou bien ['inégalité :

k+1 1 kg
/ —dtg—g/ —dt, pour tout k > 2.
koot k= Jrat

n t n
Pour tout n € N*, on pose : J, = / (1 — —) Intdt.
0 n

Montrer que J,, est bien définie.

On admet dans la suite que hT Jn = —7, qu’il est possible

de montre a l'aide d’une intégration par parties ou changement
variable.

+oo
On pose K = / e “lnxde.
0
a) Montrer que K est bien définie.
b) Montrer que In(1 + x) < x, pour tout réel x > —1.
c) En déduire que <1 — E) <e™*, pour tout x € [0, n].
n

1
d) Montrer que pour tout x € [—5, 0}, ona:r—z*<In(l+z).

e) En déduire que pour tout

2
n>4,tel0,y/n] ona: t—l—nln(l—E) Z—t—

n>4,te[0,y/n]

on a :

t\" 12
on a : (1——) ze_t(l——g
n n

t?e~t

on a :

n>4,t € [0,n]

n>4,t € [0,n]

f) En déduire que K = —~.
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