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Feuille d’exercices: Géométrie euclidienne

du plan et de ['espace

4 janvier 2009

Blague du jour

Un biologiste, un physicien, un mathématicien et un informaticien discutent, pour déterminer
quel est le plus vieux métier du monde.

Le biologiste proteste : avant I’homme, il a y avait des animaux, les plantes, tout I’écosystéme,
qu’il fallait et ¢a, c’est du travail de biologiste.

Le physicien : oui, mais avant ¢a il y avait les planétes, les étoiles, mettre en relation tout
ca!! et c’est de la physique! Le mathématicien : certes, mais pour former ces planétes et
tout, il faut des lois, il faut de ’ordre, pour avoir quelque chose a partir du chaos. Et quoi
mieux que les maths incarnent cet ordre ?

mathématicien du jour Lagrange
Joseph Louis, comte de Lagrange (Giuseppe Lodovico
Lagrange en italien) (1736-1813 ) est un mathématicien
et astronome italien. Il est pourtant considéré comme
un mathématicien francais et non italien, ceci de sa
propre volonté (la branche paternelle de sa famille étant
francaise)

Fondateur du calcul des variations avec Euler et de la
théorie des formes quadratiques, il démontre le théoréme
de Wilson sur les nombres premiers et le théoréme
de Bachet sur la décomposition d’un entier en quatre
carrés. Son nom figure partout en mathématiques. On
lui doit le théoreme de Lagrange sur la théorie des
groupes, un autre sur les fractions continues, 1’équation
différentielle de Lagrange, la fonction de Lagrange ainsi
que les équations de Lagrange en mécanique analytique.
Il élabore le systéme métrique avec Lavoisier.

Il participe a la création de I’Ecole Normale (1795), de
I’Ecole polytechnique (1794). Il est aussi le fondateur de
I’Académie de Turin (1758).

La vie privée de Lagrange est peut-étre moins heureuse. 11
souffre parfois de dépression, divorce et se remarie beau-
coup et n’a pas d’enfants.

‘Exercice 1 . Trouver le réel a pour que D, r—-2z=1 et D2{ r+yt+z=1

=z+2 r—2y+2z=a
soient coplanaires, donner I’équation du plan les contenant
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‘Exercice 2 . Soient % un vecteur unitaire du plan non colinéaire avec 7, p la projec-
—
tion orthogonale sur la droite R% et ¢ celle sur R i

1) Montrer que V7 € R? on a :
- —
p(T)=<ZT,u>u , ¢T)=<7T,i >

2) On pose s = p+q—2pogq, montrer que s est une similitude d’origine O de rapport

—
_)H)

sin(f) et d’angle g—ﬁ ouf=(i,u).

(indication : penser a ’écriture complexe)

‘Exercice 3 .

1) Reconnaitre I’équipotentielle de R? définie par :
Y Y I . — 3
AM NBM = u ou A, B deux points et u vecteur de R* fixes.

2) Application numérique : A(1,2,—1),B(1,0,1),u (2,-1,2)

‘Exercice 4 . Théoréme de Ménélaiis.

Soit ABC' un triangle et trois points P € (AB), Q € (BC), R € (CA), distincts de A, B, C.
PA QB RC
1) Montrer que P, @, R sont alignés si et seulement si — X Q: X R—£ =1
PB QC RA
P+C _Q+A R+ B

D) 7Ql D) 7etR/:

2) Dans ce cas, montrer que P’ = sont aussi

alignés.

‘Exercice 5 . Cercle circonscrit.
e — e —
Soit ABC un triangle. On note : a = BC, b= CA, ¢ = AB, a = (AB, AC), 8 = (BC,BA),
— —
v=(CA,CB).
1) Montrer que pour tout point M du cercle (ABC), on a :

acosaMA? + beos BMB? + ccosyMC? = abe.

2) En déduire les coordonnées barycentriques du centre du cercle (ABC).

‘Exercice 6 . Cercle inscrit.
Soit ABC un triangle. On note : a = BC, b= CA, ¢ = AB,

1) Soit A’ le pied de la bissectrice intérieure issue de A.

Montrer que
AB ¢

AC b

2) En déduire les coordonnées barycentriques de I, centre du cercle inscrit.

‘Exercice 7 . Orthocentre.
Soit ABC un triangle non plat du plan. On note D4 (resp. Dg, D¢) la hauteur issue
——— ——— f———
de A (resp. B, C). On note : a = (AB, AC), 8 = (BC,BA), v = (CA,CB).
1) Montrer que D4 et Dy sont concourantes en un point que nous noterons H.

2) En utilisant le produit scalaire, montrer que H € D¢, appelé orthocentre de
(ABC)
oA : . A'B
3) Soit A’ le pied de la hauteur issue de A. Calculer Y Toh
4) En déduire les coordonnées barycentriques de ’orthocentre H.
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‘Exercice 8 . Soient A, B,C, D, E cinq points de ’espace et k € R.
Déterminer le lieu des points M de 1’espace tels que :

— — — —_— s —
1) |[MA+2MB + kMC| = |MD + ME||.

_— — _— — _— —
2) MAANMB+ MBAMC =2MC A MA.

Exercice 9 . Fonction numérique de Leibniz.
Soit ABC un triangle équilatéral de co6té a. Quels sont les points M du plan (ABC)

tels que
MA? +a® = 2(MB? + MC?)

Exercice 10 . Cercle circonscrit a un triangle.
Soit ABC un triangle et C son cercle circonscrit. Soit M un point du plan de coor-
données barycentriques (z,y,z) dans le repére affine (ABC).
Montrer que : M €C <= zAM? +yBM? + 2CM? =0
— gyAB? + £2AC? + yzBC? =0

Z?Cercice 11 . Point équidistant d’une famille de droites.
Pour ) € R on considére la droite D) d’équation cartésienne : (1 — A\?)z + 2\y = 4\ + 2.
Montrer qu’il existe un point 2 équidistant de toutes les droites D).

‘Exercice 12 . Bissectrice de deux droites.
Soient D, D’ deux droites distinctes sécantes en O.
On note H = {M tel que d(M,D) = d(M,D")}.

1) Montrer que H est la réunion de deux droites perpendiculaires. (appelées bis-
sectrices de (D, D’))

2) Soit s une symétrie orthogonale telle que s(D) = D’. Montrer que ’axe de s est
Iune des droites de 'H

3) Soit C un cercle du plan tangent & D. Montrer que C est tangent & D et a4 D’ si
et seulement si son centre appartient a H.

‘Exercice 13 . Coordonnées barycentriques.

Soit ABC un triangle non plat du plan et M un point du plan. On dit que (o, 3,7) est
un systéme de coordonn”ées barycentriques de M dans (4, B,C) lorsque o+ 5+ v est
non nul et M est le barycentre de A, B et C affect”s des coefficients «, (3, .

1) Montrer que tout point M du plan posséde un et un seul systéme de coordonnées
barycentriques («, 3,7) vérifiant o + 5+~ = 1.

2) En déduire que deux triplets (a,3,7) et (¢/,5',7') sont des systémes de coor-
données barycentriques d’un méme point si et seulement si ils sont proportion-
nels.

3) Montrer que det(A‘B>, @) = det(m, W) + det(m, m) + det(m, Mﬁ)

— —_— —_—
4) En déduire que (det(M B, MC,det(MC,MA),det(M A, M B)) est un systéme de co-
ordonnées barycentriques de M.

Fin
A la prochaine
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