FEUILLE D’EXERCICES : Polyndmes.

MPSI-Maths. Source disponible sur :

Mr Mamouni : myismaill @menara.ma (©http://www.chez.com/myismail
Exercice 1. Soit a,b € K, a # b. On pose P, = (X — a)*(X — b)"*. Exercice 6. Déterminer les racines dans C ainsi que leurs multipli-
Démontrer que la famille (Py, ..., P,) est libre. cités dans le polyndme - Z O3k (1 — X )32 X

k=0

Exercice 2. Soit n € N*. Calculer le reste de la division euclidienne

de :
E ice 7. Soit N*. Calculer tient de n X" — 1)X"+1
1) X" par (X—l)(X—Q) et par (X_l)Q' p;;e(r)cflc_el)2 onn e alcuter te quotient ae n (n+ ) +

2) (X cos () +sin(0))" par X*+1, ou (0 € R).

Exercice 8. Décomposer en facteurs irréductibles dans C[X] puis R[X]

Exercice 3. Pour quelles valeurs de n € N* le polynome les polynémes : X+ 1, X°+ X141,

(X +1)" — X" — 1 est divisible par X* + X +1 72

Exercice 4. Soitn € N* et a € R donnés. Exercice 9. Déterminer tous les polynomes solutions des équations
1) Résoudre dans C ’équation : (z + 1)" = e*™e, différentielles suivantes :
i 1) (1-X)P/(X) - P(X) = X"
2) En déduire Hsin (a+ —W) 2) XPYX)—(X+m)P(X)+nP(X)=0
n
— 3) (1+X)?*PYX)—-(2X+1)P(-X)+2P(X)=0
: . 4) 4P(X)=(X-1)P(X)+ P“X).
Exercice 5. Soit n € N*. Commencer d’abord par déterminer leurs degrés.
1) Déterminer la décomposition en facteurs irréductibles dans C[X]
de ZXk. Exercice 10. Soit n € N*. Déterminer la multiplicité de la racine 1
k=0 dans le polynome suivants :
n L In+1 _ n+1 n_
2) En déduireHsin( U ) 1) X (2n+ )X 4+ 2n+ 1) X" — 1.
Pl n—+1 2) X2n_n2Xn+1+2(n2_ 1)X”—n2X”_1+1.
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Exercice 11. Soient A, B € K[X],p =deg A et ¢ = deg B. Exercice 14. Polynémes de Legendre.

On consideére Uapplication : @ : K, 1[X]| x K,1[X] — K,i4-1[X] On pose : Py(X) = (X2 —1)")™,
(U, V) — UA+VB 1) Précisez les racines de (X* — 1)" ainsi que leurs multiplicités.

Démontrer que : AN B =1 <= ® est bijective. 3 5 k

2) Montrer par récurrence sur 0 < k <n que (X2 —1)")®) admet

au moins k racines distinctes dans | — 1, 1].
Exercice 12. Linéarité du reste et du quotient. 3) En déduire que (X% — 1)) admet ezactement n racines dis-
Soit B € K[X] de degré n > 0. On considére les applications : tinctes dans | — 1, 1].
o KX|] — K, 4[X] e V¥: KX|] — K[X]
avec : P = QB+ R.
1) Montrer que ® et U sont linéaires. Exercice 15. Polynémes de Tchebechev.

2) Chercher leurs noyauz et leurs images. On pose : T,(X) = cos(narccos(z)) pour tout x € [—1,1].

8) Simplifier &(PLP,), pour tout (Py, Py) € K[X]. 1) Trouver une relation de récurrence entre Tyy1, Ty, Th_1.
2) Montrer que T, est un polynome de degré n , préciser son coeffi-
cient dominant.
E>§erc1ce 13. Polynombes d’znterpolatzon: de Lagrange. \ 3) Montrer que T, (cos(t)) = cos(nt) pout tout réel t.
Soit f :[0,1] — R continue et (ry)i<k<n 7éels de [0,1] deuz a deux o ,
- 4) En déduire les racines de T),.

n

X —r;
distinct Ly(X) = L
istincts, on pose Ly(X) Zl:[l —
itk
1) Calculer Li(r;) pour 1 < j k <n.

2) Montrer que pour tout P € R, 1[X], on a : P(X) =

Exercice 16. Polynémes de degrés échellonés.

Soit (Py)ren une famille de polynéme de degrés échellonés, c-a-d :
ZP(Tk)Lk(X) deg(Py) =k, Yk €N, montrer qu’elle est libre.

k=1

On pourra s’intéresser auxr racines de Q(X) = P(X) —

> " P(r) Li(X).

Exercice 17. Racines réelles simples.

8) En déduire que la famille (Li)1<p<n est une base de R, 1[X]. Soit P = Zaka € R[X] dont les racines sont réelles simples.
4) Ezprimer tout P € R,,_1[X] dans cette base. k=0
5) En déduire que 3P € R,_1[X]| qui interpole f auzx point 1) Démontrer que : ¥V x € R, on a P(x)P"(x) < P?(x).
(rk)1<k<n cad f(ry) = P(ry) pour tout 1 <k <n 2) Démontrer que : ¥ k€ {1,....,n—1}, ar_1ax11 < a;.
MPSI-Maths Feuille d’exercices: Polynomes. http://www.chez.com/myismail

Mr Mamouni Page 2 sur 4 myismaill @menara.ma



Exercice 18. Valeur moyenne. Exercice 20. Critére d’Eisenstein d’irréductibilité dans Q[X].
Soient zg, 21, . .., 2n € C tels que : ¥ P € C,_1[X], on a , i v . o
Soit n € N* et P(z) = Z ar X" a coefficients dans Z tel qu’il existe p

P -+ Pz, n
P(z) = () -4 P2 ) On note (X)) = H(X — %). k=0
n i1 nombre premier vérifiant :;p divise a pour 0 < k <n—1 et p ne divise
() pas a, et p? ne divise pas ay .
1) Calculer . . .y .
20 — 2k 1) Montrer que le polynome P est irréductible dans Q[X].
X _ @/ X . . . A .
2) En déduire que ®(X) = ( 20)®'(X) +B(2). 2) Ap[/)lzcat?on : Montrer que les polynomes suivant sont
n wrréductibles sur Q :

3) Démontrer que z1, . .., z, sont les sommets d’un polygone réqulier

a) XP+p oup est premier.
de centre z.

b) —3XM+2X8+8X3—26X?+6.

4) Etudier la réciproque ?

Exercice 19. Relations entre racines et coéfficients d’un po-
lynome.

1) Résoudre dans C I'équation : 2°+ 623 —222+52—10 = 0, sachant
que 1 est une racine et qu’il y a deux racines dont le produit est

égal a .
2) Résoudre dans C l’équation : 63° —5x° —44x* + 442 +52—6 = 0,
) 1 ' . 1 Exercice 21. Nombre algébrique rationnel.
sachant que 1 et -1 sont racines puis poser y = + 7 Soit a € C. On dit que « est algébrique s’il existe un polynome
3) Soit p, q et r trois nombres complezes et a,b, c les trois racines P € Q[X] tel que P(a) = 0.
du polynéme X3+ pX2?+ qX +r. Calculer en fonction de p, q et On dit que P est un polynome annulateur de a. Le polynome annula-
r Uexpression a®b + a3c + b3e + b3a + 3a + Ab. teur de a, unitaire de plus bas degré est appelé polynome minimal de «
et se note m,.
4) On considre le polynome : X* + pX? + ¢X +r avec r # 0. On ‘ o A _
note Ty, ..., Ts S€s racines. 1) Justifier l'unicité d’un tel polynome quand a est algébrique.
Calculer les expressions suivantes en fonction de p, q et r : 2) Montrer que i et \/2 sont algébriques, préciser leurs polynomes
1 1 1 1 1 1 1 1 MINIMaUT.
—t—t+ 4= St+tst+t=5+=
i X2 T3 Xy XT3 Xy T3 Xy 3) Soit « algébrique de polynome minimal P. Démontrer que P est
5) Résoudre dans C le systeme suivant : irréductible dans Q[X]| et que a est racine simple de P.
a2 + b2 + Cz = 0 4) Soit « algébrique, et P € Q[X] tel que P(a) = 0. On suppose que
a + b + ¢ = 1 L ‘ . .
1 1 1 la multiplicité de o dans P est strictement supérieure a 5 deg P.
a T b T P -1 Démontrer que a € Q.
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Exercice 22. Opérateur des différences finies. Exercice 23. Endomorphismes de K[X]| qui commutent avec

Up(X) =1 la dérivation.
U(X) =X Soit & € L(K[X]) commutant avec la dérivation, c’est a dire : ¥ P €
O pose XX -1 (X —p+1) - K[X B(P') = B(P)
Uy(X) = : ., VYp>2 [X], on a ©(P') = (P)".
A: KX — KX] P 1) Zi@Ontrer qu’il existe un unique suite (ay)ren de scalaires tels
P(X) +— P(X+1)— P(X) e .
1) Montrer que A est linéaire. V PeK,[X], ona:®P)= Z arP®).

k=0

2) Déterminer ker A. ) o ‘
2) Décomposer ainsi l’endomorphisme ® : P — P(X +1).

3) Montrer que deg AP = deg P — 1, pour tout polynome P non

constant. Exercice 24. Lemme de Gauss.
4) En déduire que A"T'P =0 VP eK,[X]. Soit P € Z[X]. On appelle contenu de P le pged des coefficients de P,
On rappelle que : A" = Ao...oA et que A°(P) = P. on le nota par : cont(P).
—_—
n fois 1) Soient P,Q € Z[X] avec cont(P) = 1, et R = PQ. Soit p un
5) Démontrer que la famille (Uy,)o<p<n est libre dans K, [X]. facteur premier de cont(R).
6) Calculer A(U,), puis A™(U,), pour tout n € N. a) Sip est premier avec le coefficient constant de P, Démontrer
7) Soit P € K,[X] tel que AF(P)(0) =0, V0 < k < n, montrer que p divise tous les coefficients de Q.
que P = 0. b) Sip divise le coefficient constant de P, se ramener au cas
8) En déduire que : ¥ P € K,[X], on a : précédent.
) c) En déduire que cont(Q)) = cont(R).
P = P(0) + (AP)(0)U1 + (A"P)(O)Uz + - + (A"P)(0)Un 2) Lorsque cont(P) # 1, trouver cont(PQ).

9) Conclure que (U,)o<p<n est une base de K,[X]. 3) Application : Soit R € Z[X], et P,Q € Q[X] tels que R = PQ.
, T Montrer qu’il existe Py,Qy € Z[X] proportionnels a P et Q et
10) Soit P € K[X]. Démontrer que : _
tels que R = Py(Q);.

P(n) € Z, ¥ ne€Z sietseulement siles coordonnées de P

. cad : un polynome a coefficients entiers réductible sur Q est aussi
dans la base (U,) sont entiéres.

réductible sur 7.

11) Soit f : Z — Z une fonction quelconque. Démontrer que f est
polynomiale si et seulement si : 3 n € N tel que A™(f) = 0.

Fin.
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