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Exercice 1. Montrer que : V2 + /3 ¢ Q.

Exercice 2. Soit (x,y) € R?. Montrer que :
1) |+ yl <lz+yl+ e —yl.
2) 14|zy—1| < (1+]z—1))(1+]y—1).

Exercice 3. Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soit n € N*, 21,29, ..., Tp, Y1, Y2, -...., Yn des nombres réels.

1) Montrer l'inégalité suivante dite de Cauchy-Shwarz.

(&) < (57) (£9)

Indication : Ecrire Z (ta; +vy;)? sous la forme at?+bt+c, étudier

son signe puis en deduzre celui du déscriminant associé.
2) En déduire 'inégalité dite de Holder :

(S < (84) - (824)

Indication : Ecrire Z T; +yz Zml i+ ;) +Z vz + i),

=1
puis utiliser [ megalzte de Cauchy- Schwarz pour les deux sommes.

Exercice 4. Inégalite arithmico-géométrique.
On se propose de montrer par recurrence que pour n € N* la propriété

suivante : ¥ (x;)1<i<n € R, le <n=— Hxl <1
=1 i=1
1) Vérifier le résultat pour n = 1.

2) On suppose le résultat vrai pour toute famille a n éléments, et
n+1
s0it (x;)1<i<n+1 € R:Lfl tel que le <n+1.
i=1
a) Montrer que : 3i € [|1,n + 1|] tel que x; < 1.
On prend v = n + 1, quitte a changer les indices..

b) Appliquer Uhypotheése de récurrence a la famille

Y = +1—xl ou 1 <1< n, puis en déduire que :
n — T+l

n+1 n+1— Tt
[Lo < ()

=1

n

¢) FEtudier sur [0, 1], la fonction f(t) =t (LH) .
d) Conclure.
3) En déduire que /Ty ... T, <

1 +...+x,
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Exercice 5. Soit (a,b) € R? tel que : Ve >0 on ait :a <b+¢ Exercice 8. Opérations sur les mazx et min.

Montrer que : a < b . Soient A,B deux parties de R non vides et bornées.
On demande de faire un raisonnement rigoureux et surtout de me pas 1) On suppose A C B, montrer que : sup(A) < sup(B) .
répondre “on fait tendre € vers zéro” . inf(A) > inf(B)

2) On suppose AN B # 0, montrer que :

Exercice 6. Principe des pigeoniers.

sup(A U B) = max{sup(A4),sup(B)},
AN B) < mi A), sup(B

2) Soitn €N et (i), une famille de réels tous dans l'intervalle lsrllli(A U B)>:_nrlrll;n{{usllfl?i) )meIEpB()})}

1 . . .
[0,1]. Montrer que : 3(i,7) € [0,1]% tel que i # j et |z; —z;] < - inf(A N B) > max{inf(A), inf(B)}

1) Enoncer le lemme des tiroirs .

L N ) 3) On note par A+B l’ensembles des réels de la forme a+b tels que
3) Soit (x,n) € R x N". Montrer que : a € A be B. Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B)
D 1 inf(A + B) = inf(A) + inf(B)
_fl< =
A, q) € N> [[1n]] tel que \x q‘ ~ ¢2 4) Onnote par -A l'ensembles des réels de la forme -a tels que a € A.
Montrer que : sup(—A) = —inf(A)
Indication : Prendre x; = ix — E(iz) avec i € [|0, n|]. inf(—A) = —sup(A)
5) On note par A-B l’ensembles des réels de la forme a-b tels que
Exercice 7. Manipulation des sommes. a € A,be B. Montrer que : sup(A — B) = sup(A) — inf(B) .
Soit n € N* et (ai),cicp > (bi)1<ic,n, deux familles de réels. inf(A — B) = inf(A) — sup(B)
1) Démontrer que : 6) On note par AB l'ensembles des réels de la forme ab tels que

n n n a &€ A, beB.
(Z Clz’) <Z bi) =n Z a;b; — Z (ar — a;) (b — b;). On suppose A C R, B C RT, montrer que :
i=1 i=1 i=1

1<j<k<n
sup(AB) = sup(A) sup(B)

2) En déduire que :
inf(AB) = inf(A) inf(B)

a) Siles deuz suites sont croissantes, alors :

n n i Donner des relations indentiques dans les cas suivants :
Doai ) (Dbi) <n) abi - ACR* BCR-
'z=1 =1 ' i=1 . . ~ A C R_,B CcR-
b) Silune des deuz suites est croissante et l’autre décroissante,

alors

(S0 ) (2] 20 3am
i=1 i=1 i=1
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Exercice 9. Déterminer, quand elles existent, les bornes supérieures
et inférieures des ensembles suivants :

1
1) A= {—+(—1)" tel quenEN*}.

n

1 -1
2) B:{n2+Ltelquen€N*}.
1
3) Cz{E(m)—i—E(—) telquex>0}.
T
p—q 2
D = tel N p>qo».
4) {p+q+1 el que (p,q) € 7p_q}
1 1
5) E:{l————telque(n,m)EN*xN*}.
n m

6) F:{l—

tel que (n,m) € N? et n # m}.

Exercice 12. Systéme non linéaire.

n n
1) Soientxy,...,x, des nombres réels tels que Z r;=mn et Z xf =
i=1 i=1
n.
Montrer que x; = 1 pour tout i € [|1,n]].

2) On suppose que (,y,2,t) € (R*)* vérifie le systéme

8| =8

+ vy +
1
+ - +
Yy

IST I

t
1
t

tablir que (z+y)(y+2)(2+x) = 0, et en déduire la forme générale
des solutions du systeme ci-dessus.

Exercice 10. Racine carrée.
1) Poura € [1,+00|, simplifier \/a+2va —1+ Va—2va — 1.
2) Résoudre Uéquation \/z +3 —4vx —1+/z +8—6/z —1=1

d’inconnue x € R.

Exercice 11. Puissances.
1) Soient n € N\ {0,1} et (z,y) € R%. Montrer que (x + y)
x% -+ y%.
2) Soient a € RT et n € N. Montrer que (1+a)" > 1+ na.

3=

<

3) Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b et n €
N\ {0,1}. Montrer que n(b —a)a™* < b" —a™ < n(b— a)b" .

4) Soient a, b et c trois nombres réels positifs ou nuls. Montrer qu’au
moins un des trois nombres réels a(1 —b), b(1 — ¢) ou ¢(1 — a)

est inférieur a 1

Exercice 13. Point fixe.
Soit f: [a,b] — [a, b] croissante.
On pose A = {x € [a,b] tel que f(x) > z}
1) Montrer que A est non vide magjoré.
On pose ¢ = sup(A).
2) Montrer que f(c) > ¢ puis f(c) < c.
3) Conclure.
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1)
2)

3)

4)

5)
6)

7)

8)

Exercice 14. Partie entiére.
Soit n € N*, (z,y) € R?. Montrer les propriétes suivantes :

Ex)+ E(y)+ E(x+y) < E(2x) + E(2y).

n

:;_:E (x:;k) = E(x).

Indication : On pourra considérer la fonction définie sur R

n—1
par : f(z) = ZE(x+k), montrer que f(x +1) = f(x) +
k=0

n
1, f(z)= E(:E_) Va € [0,1], puis conclure.

:Z:ZE <x+%) = E(nx) .

Indication : On pourra utiliser la question précédente.

0 < E(nz) —nE(zx) <n-—1.
Soient a € Z et b € N*. Montrer que :

a a+1 a+b—1

Soient a € R et b € N*. Montrer que :

E<%>+E<azl)++E<L§j_l) — E(a).

a) Soit k € N*. Montrer que :
1
VE+1—Vk< — <Vk—Vk—1.
2k
181
b) En déduire la valeur de E | = — .
/ (2 k=1 \/E>

Fin.
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