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Exercice 1. Soit (E, .) un magma tel que :

{
∀x ∈ E x.x = x
∀(x, y, z) ∈ E3 (x.y).z = (y.z).x

Montrer que . est commutative.

Exercice 2. Soit E ensemble fini non vide muni d’une LCI
associative et commutative.

1) On suppose que tous ses éléments sont réguliers, montrer
que c’est un groupe.

2) On suppose que ∀(x, y) ∈ E2 ∃!a ∈ E tel que y = a.x,
montrer que c’est un groupe.

3) Reprendre les questions précédentes on supposant cette
fois que la LCI est seulement associative.

Exercice 3. Soit G un groupe multiplicatif et H une partie fi-
nie de G non vide, stable par multiplication. Montrer que H
est un sous-groupe de G.

Exercice 4. Soit (E, .) un magma, pour toute partie A de E,
on appelle centre de A, l’ensemble noté c(A) défini par :

c(A) = {x ∈ E tel que a.x = x.a ∀a ∈ A}

Montrer les propriétés suivantes :

1) ∀A ∈ P (E) on a : A ⊂ c(c(A)).

2) ∀(A, B) ∈ P (E)2 : A ⊂ B =⇒ c(B) ⊂ c(A).

3) ∀A ∈ P (E) : c(A) = c(c(c(A))).

4) (E, .) groupe =⇒ (c(E), .) groupe .

Exercice 5. Soit (G, .) un groupe, (a, b, c) ∈ G3 fixes et e neutre
pour ., montrer les résultats suivants :

1) (a5 = e, ab = ba3) =⇒ (a2b = ba, ab3 = b3a2)

2) (b6 = e, ab = b4a) =⇒ (b3 = e, ab = ba)

3) (a5 = e, aba−1 = b2) =⇒ b31 = e

4) (ab)−1 = a−1b et (ba)−1 = b−1a =⇒ (a2 = b2, a2b2 = e)

5) (a−1ba = b−1, b−1ab = a−1) =⇒ a4 = b4 = e

6) ((aba) = b3, b5 = e) =⇒ (ab = ba, a2 = b2)
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Exercice 6. Sur R∗ × R on définit la LCI suivante :

(a, b) ∗ (c, d) = (ac,
d

a
+ bc)

montrer que ça définit une structure de groupe, s’agit-il d’un
groupe abelien ?

Exercice 7. Soit G un groupe , pour tout a ∈ G, H, K des sous
groupes de G on pose :
– aH l’ensemble des éléments de G qui s’écrivent sous la forme

a.h où h ∈ H
– Ha l’ensemble des éléments de G qui s’écrivent sous la forme

h.a où h ∈ H
– HK l’ensemble des éléments de G qui s’écrivent sous la

forme h.k où (h, k) ∈ H × K

1) Montrer que aHa−1 est sous-groupe de G

2) Montrer que : aH sous groupe de G ⇐⇒ a ∈ H

3) Montrer que Ha sous groupe de G ⇐⇒ a ∈ H

4) Montrer que HK sous groupe de G ⇐⇒ HK = KH

Indication : Montrer d’abord que x ∈ HK ⇐⇒ x−1 ∈ KH.

Exercice 8. Soit (A, +, .) un anneau commutatif, ∀(x, n) ∈ A
x N∗ on pose :

f0(x) = 1A f1(x) = x
f2(x) = x(x − 1A) fn(x) = x(x − 1A) . . . (x − (n − 1)1A)

Montrer que :

∀(x, y) ∈ A2 : fn(x + y) =
n∑

k=0

Ck
nfn−kxfk(y)

Exercice 9. Théorème de THEON DE SMYRNE,
mathématicien grec.
Soit (G, +) un groupe abélien.

1) Montrer que : ∀(m, n) ∈ N2, ∀s ∈ Z, ∀(x, xn, xn+1, , xn+m) ∈
Gm+2 on a :

n+m∑

i=n

(sxi + x) = s

(
n+m∑

i=n

xi

)

+ (m + 1)x

2) En déduire que : ∀(m, n) ∈ N2 on a :
n+m∑

i=n

(2i + 1) =

(m + 1)(2n + m + 1)

3) En déduire que : ∀m ∈ N, m2 est la somme des m pre-
miers nombres impairs.

Exercice 10. L’ensemble R2 des couples de réels est muni de
deux lois notées + et ∗ définies de la façon suivante :

(a, b) + (a′, b′) = (a + a′, b + b′) ; (a, b) ∗ (a′, b′) = (aa′, ab′ + ba′) .

1) Montrer que (R2, +, ∗) est un anneau commutatif.

2) Quels sont les éléments inversibles de cet anneau ?
Lorsque l’élément (a, b) est inversible, quelle est l’expres-
sion de son inverse (a, b)−1 ?

3) Soit n ∈ N∗, soit (a, b) ∈ R2. On note

(a, b)n = (a, b) ∗ (a, b) ∗ · · · ∗ (a, b)
︸ ︷︷ ︸

n fois

Donner une expression simple de (a, b)n.
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Exercice 11. Fonction caractéristique.
Soit E un ensemble non vide, pour toute partie A de E on
associe l’application notée ϕA définie par :

ϕA : E −→ {0, 1}

x 7−→
1 si x ∈ A
0 si x /∈ A

1) Trouver ϕE et ϕ∅.

2) Soient A et B deux parties de E montrer que :

ϕA∩B = ϕAϕB, ϕA∪B = ϕA + ϕB − ϕAϕB

3) Soient A et B deux parties de E, exprimer ϕA et ϕA∆B en
fonction de ϕA et ϕB.

4) Soient A et B deux parties de E,

montrer que ϕA = ϕB ⇐⇒ A = B.

En déduire que l’application ϕ : P(E) −→ F(E, {0, 1})
A 7−→ ϕA

est injective.

5) En déduire que si A, B et C sont trois parties de E alors :
A∆(B∆C) = (A∆B)∆C, puis que ∆ est associative.

6) Montrer que (P(E), ∆,∩) est un anneau. Est-il intégre ?

Exercice 12. Transport de structure.
Soit (G, .) un groupe, E un ensemble, et φ : G −→ E une bijec-
tion. On définit une opération ? sur E par :

∀ x, y ∈ E, x ? y = φ
(

φ−1(x)φ−1(y)
)

.

Montrer que ? est une loi de groupe et que les groupes G et
E sont isomorphes via φ.

Exercice 13. Anneaux booléens.
Soit (A, +, .) un anneau tel que x2 = x, ∀x ∈ A.
Montrer alors que : ∀x ∈ A; 2x = 0A

En déduire ensuite que A est commutatif.
Indication. on pourra développer (x + y)2.

Exercice 14. Éléments nilpotents.
Soit (A, +, .) un anneau commutatif on dit qu’un élément x ∈ A
est nilpotent si : ∃n ∈ N∗ : xn = 0A.

1) Montrer que la somme et le produit de deux éléments
nilpotents sont aussi nilpotents.

Indication. On pourra montrer que :
xn = ym = 0A =⇒ (xy)n = (x + y)n+m−1 = 0A.

2) Soit a nilpotent, montrer que 1A − a et 1A + a sont inver-
sibles.

Indication : Penser à la factoriser de an − bn.

3) Soit a nilpotent, et b inversible, montrer que a + b est
inversible.

Exercice 15. Soit (G, .) un groupe fini et H, K deux sous-
groupes de G.
On considère l’application H × K muni de la loi . définie par
(a, b).(c, d) = (a.b, c.d) est un groupe. φ : H × K −→ G

(h, k) 7−→ h.k

1) Montrer que

2) Est-ce que φ est un morphisme de groupes ?

3) Soit z ∈ HK, z = h0.k0 avec h0 ∈ H et k0 ∈ K.

Montrer que les antécédents de z par φ sont les couples
(h0.t, t

−1.k0) avec t ∈ H ∩ K.

4) En déduire que : card(HK)card(H∩K) = card(H)card(K).
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Exercice 16. Entiers de Gauss.
Soit Z[i] = {a + bi tel que : a, b ∈ Z}, Q[i] = {a + bi tel que :
a, b ∈ Q}.

1) Montrer que Q[i] est un sous-corps de (C∗,×)

2) Montrer que Z[i] est un sous-anneau de Q[i]. Quels sont
les éléments inversibles ?

3) Montrer que ∀ z ∈ Q[i], ∃z′ ∈ Z[i] tel que |z − z′| < 1.

4) Soient u, v ∈ Z[i] avec v 6= 0. Montrer qu’il existe q, r ∈ Z[i]
tels que u = qv + r et |r| < |v|.

5) A-t-on unicité ?

Exercice 17. Intégre et fini est corps.
Soit A un anneau non nul, commutatif et intègre.

1) Montrer que ∀ a 6= 0A, l’application φa : A −→ A
x 7−→ a.x

est injective.

2) En déduire que si A est fini, alors c’est un corps.

Exercice 18. Translations surjectives.
Soit G un ensemble non vide muni d’une opération interne ·
associative telle que :

∀ a, b ∈ G, ∃ x, y ∈ G tel que : a = x · b = b · y.

Montrer que (G, ·) est un groupe.

Exercice 19. Images directes et réciproques.
Soit G un groupe additif et f : (G, .) −→ (G′, ∗) un morphisme
de groupes.

1) Montrer que pour tout sous-groupe H de G on a :

f−1(f(H)) = H.Ker f .

2) Montrer que pour tout sous-groupe H ′ de G′ on a :

f(f−1(H ′)) = H ′ ∩ Im f .

Exercice 20. Caractéristique d’un anneau.
Soit A un anneau. On appelle caractéristique de A, le plus
petit entier, quand il existe, n ∈ N∗ tel que n1A = 0A, sinon on
dit que A est de caractéristique nulle.

1) Préciser la caractéristique de R et de Z/nZ.

On suppose dans le suite que A est de caractéristique,
n 6= 0.

2) Montrer que ∀m ∈ N∗ m1A = 0 =⇒ n divise m.

3) Montrer que : ∀ x ∈ A, nx = 0A.

4) Montrer que : pq1A = p1Aq1A ∀ (p, q) ∈ N2.

5) Si A est intègre, montrer que n est un nombre premier.

6) Si A est intègre et commutatif, montrer que x 7→ xn est
un morphisme d’anneau.

Exercice 21. Anneau de caractéristique 2.
Soit A un anneau non nul tel que : ∀ x ∈ A, x2 = x.

1) Exemple d’un tel anneau ?

2) Quels sont les éléments inversibles de A ?

3) Montrer que : ∀ x ∈ A, x + x = 0. En déduire que A est
commutatif.

4) Pour x, y ∈ A on pose : x ≤ y ⇐⇒ ∃ a ∈ A tel que : x = ay.
Montrer que c’est une relation d’ordre, qui est totale si
A est un corps.

Exercice 22. Entiers 2-adiques.
Soit A = {m/n ∈ Q tel que : n est impair}.

1) Montrer que A est un sous-anneau de Q.

2) Chercher les éléments inversibles dans A.

Fin.
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