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CORRIGÉ PROBLÉME II.

1) a) D’aprés la forme de la matrice, on peut conclure que f(ei) = ei+1,
pour tout i ∈ J1; nK.

b) Par récurrence trés simple sur j ∈ J1; nK, on peut montrer que
f j(e1) = ej+1.
D’aprés la forme de la matrice, on peut conclure que
fn(e1) = −(a0e1 + a1e2 + · · · + an−1en).

2) a) g(e1) = fn(e1) + an−1f
n−1(e1) + · · ·+ a1f(e1) + a0e1

= fn(e1) + an−1en + · · ·+ a1e2 + a0e1 (d’aprés 1.a)
= 0 (d’aprés 1.b)

b) ∀ i ∈ N, on a : g◦f i = fn+i+an−1f
n−1+i+· · ·+a1f

1+i+a0f
i = f i◦g.

c) ∀ i ∈ J1; nK, on a : g(ei) = g ◦ f i−1(e1) d’aprés 1.b
= f i−1 ◦ g(e1) d’aprés 2.b
= 0 d’aprés 2.c

d) P (f) = g est nul sur la base de B0, donc partout nul, d’où P (f) = 0,
donc P est un polynôme annulateur de f .
Application 1 : Il faut choisir par exemple A = Mf(B0) de sorte que
f 5 − f 3 − 2f 2 − id = 0, donc telle que P (X) = X5 −X3 − 2X2 − 1
soit polynôme annulateurt de f , d’aprés ce qui précède il suffit de

prendre A =













0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 2
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0













e) Soit λ valeur propre de f , et x 6= 0 vecteur propre associé, donc
f(x) = λx, par récurrence simple sur k ∈ N, on montre que

fk(x) = λkx. Or P (f) = 0, donc 0 = P (f)(x) =
n
∑

k=0

akf
k(x) =

(

n
∑

k=0

akλ
k

)

x = P (λ)x, ainsi P (λ)x = 0 et comme x 6= 0, alors

P (λ) = 0.

3) a) Q(f)(e1) = α0e1 + α1f(e1) + · · · + αn−1f
n−1(e1)

= α0e1 + α1e2 + · · ·+ αn−1en d’aprés 1.b

b) Supposons qu’il existe Q ∈ Cn−1[X] \ {0} tel que Q(f) = 0, en par-
ticulier Q(f)(e1) = 0, donc α0e1 + α1e2 + · · · + αn−1en = 0, or
B0 = (e1, · · · , en) base de E, donc α0 = · · · = αn = 0, d’où Q = 0,
contradiction.

c) 0 = P (f) = (f − λ id) ◦ R(f) = 0, car P = (X − λ)R.

d) deg P = n =⇒ deg R = n − 1 =⇒ R(f) 6= 0, d’aprés 3.b,
donc ∃x0 ∈ E tel que R(f)(x0) 6= 0, posons x = R(f)(x0), donc
0 = (f−λ id)◦R(f)(x0) = (f−λ id)(x) = f(x)−λx, d’où f(x) = λx

avec x 6= 0, autrement dit λ est une valeur propre de f , et x vecteur
propre associé.

e) Découle immédiatement de la question précédente.

4)
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5) a) C − xIn =





















−x 0 . . . 0 −a0

1 −x
. . .

... −a1

0
. . .

. . . 0
...

...
. . .

−x −an−2

0 . . . 0 1 −an−1 − x





















On vérifie facilement que les n − 1 premières colonnes forment une
famille libre, donc rg(C − xIn) ≥ n − 1.
Soit λ une valeur propre de C, et Ker (C − λIn) le
sous espace vectoriel propre associé, donc Ker (C − λIn) 6= {0},
d’où dim Ker (C − λIn) ≥ 1, or rg(C − λIn) ≥ n − 1 donc
dim Ker (C − λIn) = n − rg(C − λIn) ≤ 1, d’où l’égalité
dim Ker (C − λIn) = 1.

b) D’aprés 2.e et 3.d les racines de P sont exactement les valeurs
propres de C, supposons donc que C admet r valeurs propres deux
à deux distinctes, λ1, · · · , λr, alors
C est diagonalisable ⇐⇒ C

n =
⊕r

i=1
Ker (C − λiIn)

⇐⇒ dim Cn = dim (
⊕r

i=1
Ker (C − λiIn))

⇐⇒ n =
r
∑

i=1

dim ( Ker (C − λiIn)) = r

6) a) Application 2 : A1 est la matrice compagnon associé à P (X) =

X4 − 1 qui admet exactemnt 4 racines qui sont ei kπ

2 avec 0 ≤ k ≤ 3,
donc diagonalisable.

b) Application 3 : A2 est la matrice compagnon associé à
P (X) = X4 − 2X3 − 3X2 + 8X − 4 = (X − 1)2(X − 2)(X + 2) qui
admet seulement 3 racines , donc n’est pas diagonalisable.

7) a) Evident, puique C − tIn = t(B − tIn).

b) λ valeur propre de B ⇐⇒ B − tIn non inversible, ⇐⇒ C − tIn non
inversible ⇐⇒ λ valeur propre de C.

c) λ valeur propre de B et X = (xi)1≤i≤n vecteur
propre associé, donc BX = λX, d’où le système :



































x2 = λx1

...
xi = λxi−1

...
xn = λxn−1

−a0x1 − a1x2 − · · · − an−1xn−1 = λx1

Ainsi (xi)1≤i≤n est une suite géometrique de raison λ, d’où xi =
αλi−1, où
α = x1, donc Xλ = (λi−1)1≤i≤n base du sous-espace propre
Ker (B − λIn).

d) Si P admet n racines, alors C admet n valeurs propres distinctes,
car les racines de P sont les valeurs propres de C, donc B admet
aussi n valeurs propres, d’aprés 6.b, donc B est diagonalisable, donc

E =
n
⊕

i=1

Ker (B − λiIn), donc B1 = (Xλ1
, . . . , Xλn

) est une base

de E, car chaque Xλi
forme une base de Ker (B − λiIn), avec

PB0→B1
= V est inversible.

8) a) Comme cardBa = n = dim Cn, pour montrer que c’est une base, il
suffit de montrer qu’elle est libre.

Soit λ0, · · · , λn−1 tel que
n−1
∑

i=0

λiu
i(a) = 0.

On a u(εj) = µjεj, donc ui(εj) = µi
jεj, donc uj(a) =

n
∑

j=1

µi
jεj, d’où

n−1
∑

i=0

λi

(

n
∑

j=1

µi
jεj

)

=

n
∑

j=1

(

n−1
∑

i=0

µi
jλi

)

εj = 0, or B = (εn, · · · , εn)

est une base de E, donc

n−1
∑

i=0

µi
jλi, d’où l’équation V X = 0, où

V = (µi−1

j )1≤i,j≤n et X = (λi)1≤i≤n, or V est inversible, donc X = 0.
CQFD.

b) Prendre bk = −βk tel que un(a) =

n−1
∑

k=0

βku
k(a), ce qui possible car

Ba base de E et un(a) ∈ E.
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