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CORRIGE PROBLEME I1I.

1) a) D’aprés la forme de la matrice, on peut conclure que f(e;) = e;11,
pour tout i € [1;n].

b) Par récurrence trés simple sur j € [1;n], on peut montrer que
fr(e1) = eji.
D’aprés la forme de la matrice, on peut conclure que
f"(el) = —(a061 +ajeg + -+ an_len).

2) a) gle) =f"(er) *Fanaf"H(er) +- +arf(er) +ager 3)
f™(e1) + an_1€n + -+ -+ ajes + ape;  (d’aprés 1.a)
0 (d’aprés 1.b)
b) VieN, ona:gof = f"riqa, 1 f" g qay f4afl = flog.
c) Vie[l;n],ona: g(e;) =go fl(e;) daprés1l.b
= fi7log(e,) daprés 2.b
=0 d’aprés 2.c
d) P(f) = g est nul sur la base de By, donc partout nul, d’ou P(f) =0,
donc P est un polynéme annulateur de f.
Application 1 : Il faut choisir par exemple A = M ((By) de sorte que
f5—f3—2f%— id =0, donc telle que P(X) = X5 — X3 —2X? -1
soit polynome annulateurt de f, d’aprés ce qui précede il suffit de

Soit A valeur propre de f, et x # 0 vecteur propre associé, donc
f(x) = Az, par récurrence simple sur & € N, on montre que

fE(x) = XNex. Or P(f) = 0, donc 0 = P(f)(z) = Zakfk(x) =

(Z ak)\k> r = P(N)z, ainsi P(A\)x = 0 et comme x # 0, alors
k=0

P()) =0.

Q(f)(e1) = ager +arf(er) + -+ an 1 f" ! (er)
= qpe; + a1 + - - + 1€y d’aprés 1.b

Supposons qu’il existe @ € C,,_1[X]\ {0} tel que Q(f) =0, en par-
ticulier Q(f)(e1) = 0, donc ape; + ajes + -+ + a,_1e, = 0, or
By = (e1,-+- ,e,) base de E, donc ag = -+ = o, = 0, d’ou Q = 0,
contradiction.

0=P(f)=(f—Aid)o R(f) =0, car P = (X — A)R.

degP = n = degR = n—1 = R(f) # 0, d’aprés 3.b,
donc Jdzg € F tel que R(f)(xo) # 0, posons x = R(f)(x), donc
0= (f=XNid)oR(f)(zo) = (f=Aid)(z) = f(x)—Ax, don f(z) = Az

avec x # 0, autrement dit A est une valeur propre de f, et x vecteur

00001 .
L0000 propre associé.
prendre A= [0 1 0 0 2 e) Découle immédiatement de la question précédente.
00101
00010 4)
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-z 0 0 —ayg ( To = A1y
1 -z —aq
0 0 €T, = )\ZEi_l
5) a) C—uxl,=
0o . 0 1 —a, 41—z ([ —QoT1 — 1Ty — - — Ay 1Tp_1 = AT
On vérifie facilement que les n — 1 premieres colonnes forment une Au;lfll (xf)lﬁién est une suite géometrique de raison A, d'ott z; =
famille libre, donc rg(C' — xI,,) > n —1. aA'™, ou -
Soit A une valeur propre de C, et Ker (C—A\I,) le a = z, donc Xy = (A7')i<i<n base du sous-espace propre
sous espace vectoriel propre associé, donc Ker (C — AI,,) # {0}, Ker (B —AlL).
d’ou dim Ker (C'—AI,) > 1, or rg(C — Al,) > n — 1 donc d) Si P admet n racines, alors C' admet n valeurs propres distinctes,
dim Ker (C—\,) = n — rg(C — X)) < 1, dou l'égalité car les racines de P sont les valeurs propres de C, donc B admet
dim Ker (C — \I,) = 1. aussi n valeurs propres, d’aprés 6.b, donc B est diagonalisable, donc
b) D’aprés 2.e et 3.d les racines de P sont exactement les valeurs B = 2@1 Ker (B = Aily), done B = (X;;..., Xj,) est une base
propres de C, supposons donc que C admet r valeurs propres deux de E, car chaque X,, forme une base de Ker (B — \I,), avec
a deux distinctgs, A1, -+, A, alors : Pg,—.5, =V est inversible.
C est diagonalisable <= (C - gai:l' Ker (T,C = Ailn) 8) a) Comme cardB, = n = dim C", pour montrer que c’est une base, il
= dim (CT = dim (D, Ker (€ = X\il,)) suffit de montrer qu’elle est libre.
n—1
7= Z dim ( Ker (€' —Ail,)) =7 Soit Mg, -+, An_1 tel que Z \u'(a) = 0.
i=1
i=0
6) a) Application 2 : A; est la matrice compagnon associé a P(X) = . . _ "L
om ) — e o) — . i(q) — i o
X% —1 qui admet exactemnt 4 racines qui sont e’ avec 0 < k < 3, On a u(e;) = pyej, done u'(e;) #, done u (a) Zl’ujgj’ d'ou
donc diagonalisable. o1l n o ne1 -
b) Application 3 : A, est la matrice compagnon associé a Z)‘i (Z /“L;"%') - Z (Z M%z‘) gj = 0, 0r B = (en, " ,€n)
P(X)=X*—2X?-3X24+8X —4= (X —1)%(X —2)(X +2) qui =0 A=l = A
admet seulement 3 racines , donc n’est pas diagonalisable. est une base de E, donc Z M;" i, d'otl Péquation VX = 0, ot
7) a) Evident, puique C — tI, =B — tI,,). . i=0
) ) v puat ( ) V = (M;_1>1§i,j§n et X = (Ai)lgigna or V est inversible, donc X = 0.
b) A valeur propre de B <= B — tI,, non inversible, <= C' — tI,, non CQFD.
inversible <= X\ valeur propre de C'. n—1 .
b) Prendre b, = —0; tel que u"(a) = u”(a), ce qui possible car
c) A valeur propre de B et X = (xi)1<i<n  vecteur ) F & q (a) ;ﬁk (a) P
propre associé, donc BX = AX, dou le systeme B, base de E et u"(a) € E.
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