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MPSI 1 2002-2003
CPGE Agadir

Devoir Libre N°7

Intégration sur un segment - DS 99-2000
A rendre Mercredi le 20 Fevrier 2003

I — Solutions d’une équation differentielle
Dans toute la suite, le plan est rapporté a un repére orthonormé (OTT)
On considére I’équation différentielle (E) : (1 +x?)y’ +2xy = +
1. Résoudre (E) sur R7.
2. Pour tout réel A, on définit la fonction f; sur R* par : ¥x > 0 f;(x) = X et on note (C;)

sa courbe représentative dans (OTT)

a.

b.
C.
. Etudier les variations de g,. On montrera en particulier que I’équation g;(x) = 0 admet

1+x2

Soit M(a, ) un point du plan avec a > 0. Montrer que par M passe une et une seule
courbe (C,).

Montrer que pour tout réel 2, la fonction f; est de classe C* sur R}.

Montrer que pour tout x > 0, f;(x) est du signe de g,(x) = 1 +x% — 2x2(Inx + 1).

une et une seule solution sur R* ; cette solution sera notée m;.

Dresser le tableau de variations de f,. On calculera les limites de f;, en 0 et +oo, et on

montrera que f,(m;) = 2;2 .
A

Représenter sur un méme graphique les courbes (C_;), (Co) et (C1). On donnera des
valeurs approchées de m_; et mg a 1072 pres en précisant la méthode utilisée, ainsi que
la valeur exacte de mj.

3. Dans cette question, on cherche un équivalent de m, lorsque A tend vers +oo.

a.
b.

Montrer que pour A assez grand, ona: - < m; < %

En déduire, a I’aide des questions précédentes, que m; ~ —i—.
o V2%

Il — Etude d’une fonction intégrale )
On étudie dans cette partie la fonction F définie par: vx > 0 F(x) = flfo(t) dt =

II 1'3—:2 dt. La courbe représentative de F sera notée T".

1. a
b.
C.
d.

Déterminer le signe de F sur R}.

Justifier la continuité et la dérivabilité de F sur RY.

Calculer F'(x) pour x > 0.

Ecrire le développement limité de F a I’ordre 3 au voisinage de x = 1.

2. Montrer que : vx > 0 F(x) = F(3).

3. a

b.
C.

d.

Soit ¢ la fonction définie sur RY par: Vx > 0 ¢(x) = 2ctanx

Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0.

Montrer que : Vx > 0 F(x) = arctanx Inx — II $(t) dt.

En déduire que F est prolongeable par continuité en 0. La nouvelle fonction ainsi
obtenue sera encore notée F.

Que peut-on dire de F au voisinage de +oo ?

Montrer que F n’est pas dérivable a droite en 0. Que peut-on dire de I" au point
d’abscisse 0 ?

4. Dans cette question, on cherche a calculer une valeur approchée de F(0).

a.

Pourk € N etx > 0, calculer Ix(x) = j)l(tklntdt.
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2n+2
b. Montrerque:vne N vx>0 -1 = Do (DX + (DM
c. Endéduire, pourn € Netx e ]0,1[, une majoration de |F(x) — >  (=1)*1ak(X)|.
d. Onpose,pourn e N, uy =", (;ﬂ;z :

i 1
Montrer que : Vn € N |F(0) — up| < et

e. Donner, en détaillant la méthode utilisée, une valeur approchée a 102 prés de F(0).
5. Tracer I’allure de la courbe I". On précisera le point d’inflexion.




