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Corrigé Controle Blanc: Intégration sur un segment

Jeudi 7 Mai 2009
Durée : 1 heure

Blague du jour :

Mamie dit a son petit-fils :

- Puisque c’est ton anniversaire, je vais te faire un gateau avec douze bougies!

- Tu sais, Mamie, ce que je préférerais, c’est que tu me fasses douze gateaux avec une une
bougie.

Mathématicien du jour Al- Hassar
Abix Bakr Mohammed b. Abd Allah ibn ’Ayyash al-Hassar est un mathématicien marocain
du 12éme siecle, probablement originaire de Salé. Al-Hassar fut bien connu comme lecteur
du Coran et comme spécialiste du calcul des héritages, et qu’il jouissait d’un haut statut
social.

Deux écrits d’al- Hassar ont survécu, Kitab al-bayan wa t-tadhkar, est conu aussi comme
le ”petit al-Hassar” et al-Kitab al-kamil fi sind’at al-’adad traitant de numération, des
opérations arithmétiques sur les nombres entiers et sur les fractions, ’extraction de la
racine carrée exacte ou approximative d’un nombre entier ou fractionnaire et la sommation
des progressions de nombres entiers (naturels, pairs ou impairs), et de leurs racines carrées
et cubiques

Probléme : Source : Pr David Delaunay, MPSI-Lorient, France.

< 2du
1) E tu=e' I(x) = ik
Q1) En posant u = €', on a I (x) /1 21

Q2) th'(z) = gy donc | I(z) = th(z) | (th(0) = 0).

=|2arctan(e®”) — g .

¥ ch(t)dt 1
3 a) Ip(x) = ——~— on pose u = ch(t) et v = ————, on a alors :
Q) ) i = [ o @) et v = Sperey
sh(t) r /ﬂ” sh?(t)dt
Li(z) = |—p—| +k+1) | it
k() Lhkﬂ(t) . ( ) o ch2(¢)

. 2 2 . sh(x) P
en écrivant que sh(t) = ch®(t) — 1, on obtient I (z) = W + (k + 1)[11(x) — Ix+2(2)], on en déduit
que : ¢ !

sh(z) k

Ipio(x) = In(x) |

(k+1)ch*(z) k+1
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sh(z) sh(z) 7r sh(z)
b) On adonc I3(x) = +in(x) = + arctan(e®) — — |. De méme, I4(x) = 21 (z) =
) 3(2) 2ch?(z) 2 1(@) 2ch?(z) (") 4 1(@) 3ch®(z) 3 2(2)
sh(z) 2
+ —th(z) |
3ch®(z) 3 ()
Q4) Comme la fonction ¢ — hT(t) est définie continue sur R, elle admet des primitives sur R et donc la fonction I},
¢
est définie sur R.
a) Ip(—x) = /_f _dr /”ﬂ _de en posant v = —t, ce qui donne I (—z) = —Ii(z), la fonction I,
k o Chk (t) 0 Chk(—’u) p ) q k k ) k

b)

c)

est donc | impaire |

D’apres le cours, Ij est la primitive sur R qui s’annule en 0, de la fonction ¢ —

est dérivable sur R et donc | continue sur R |.

1
La dérivée de Ij est la fonction ¢ — W’ qui est de classe C* sur R d’apres les théoremes généraux.

, par conséquent I

b
ch”(t)

ch
Donc Ij, est également de classe .
1 ksh h(z)F*+2(z) — (k + 1)sh?(z)ch” k(1 — ksh®
Q5) 110 =| | 1) |- oy - @) = ok v et [ KO- k)|
ch®(x) ch™ () ch®*2(x) ch* 2 (x)
Q6) D’apres la formule de TAYLOR-YOUNG, on a Iy(z) = I;(0) + I},(0)z + 1I//(0)2? + +1;/'(0)2® + 8(3:3), ce qui
donne :
k 3 3
Ip(z)=a — 5% —l—g(ac )|
Q7) I.(z) = hT() > 0 sur R, la fonction I} est donc ‘ strictement croissante sur R |.
ch™(z
n+1 dt
Q8) a) Upi1—uy = / hT(If) > 0 (intégrale d’une fonction strictement positive sur un segment), on en déduit
n C

Q9)

b)

que ‘ la suite (u,,) est strictement croissante ‘

t -t 1 1
Comme ch(t) = “E£—, on a 1e’ < ch(t), d’ott < 2e"| Par conséquent, —— < 2¥e~*" et donc
ch(?) chF (1)
R— 2k k 2" 2k
I(n) < / 28e7 " dt = ?[1 —e "] (car k > 0), on a donc Ix(n) < ==, c’est a dire u,, < =-, la suite (u,)
0

est majorée, comme elle est croissante, on peut en déduire ’ qu’elle est convergente ‘

La fonction I est strictement croissante sur R, si elle n’était pas majorée, alors elle aurait pour limite
+00 en 400 (théoréme du cours), par conséquent la suite (I(n)) aurait aussi pour limite +o0o, ce qui est
faux d’apres la question précédente ; par conséquent la fonction I est majorée sur R et elle admet donc

une limite finie en +o00, autrement dit, ‘ Ji existe dans R ‘

Jy = mgrfoo Li(z) = EEIJPOOQarctan(eI) -Z= g .
Jy = lirf I(z) = liIJIrl th(z) :.
z
On a a la relation [ T) = + Ix(z), on sait que sh(z) ~ e et que ch*(z) ~
12() = e T on it ane shie) e ot aue oY (e)
L etz har conséquent % ~ 2eke 0 on en déduit que | Jipyro = i Ji
oF+T ) (k+1)Chk+1($) +o0 k+1 400 ’ + k+1
(Rmgq : avec cette relation il est facile de voir que la suite (kJgJr11) est constante).
2k — 2 2 4k (k12
Ce qui donne : Jop, = %1 X oo X §J2 = (2@['(;]6) (récurrence) et
2k — 1 1 2k)!
Jopt1 = 5 X - X §J1 = 4(k[k?]272r (récurrence).
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