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Durée : 2 heures

Blague du jour :
C’est D’histoire de deux fous qui marchent dans la rue, un des deux prend une merde
(hachakoum) dans sa main et dit & son pote :
quoi on allait marcher !

En plus que fou tu es aveugle, regarde sur

Personnalité du jour
Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) est un astronome et mathématicien
allemand, connu principalement pour avoir effectué les premiéres mesures
précises de la distance d’une étoile et pour étre le fondateur de 1’école
allemande d’astronomie d’observation.
Bessel supervise la construction de I’observatoire de Konigsberg, dont il
sera le directeur de 1813 jusqu’a sa mort. Il élabore le systéme unifié de
calcul des positions des étoiles, encore utilisé de nos jours.

Bessel

Probléme :

Source : Pierre Bron, TSI, Lycée Chaptal, France.

Partie 1 : Quelques résultats préliminaires

1.1) ¢ et ¢ sont C° sur [1,+oo[ et Vo € [1,+00:
1 1 1 1

A iy ey Ao i e VER
P () = — St -l <0.
(x4+1)2 xz+2 x41 (z+2)(x+1)?

lp est donc croissante et i) décroissante sur [1, +o0].]

En outre,

li = 1Ii = 0.
o, #10) = L, vlw) =0

D’ou1 les tableaux de variations :

T 1 +00 T 1 400

O(x) | 1/4 + et | Y/ (z) | —1/12 - .

o) | 1/2—=In2 0 P(x) | 1/2—-1n3/2 | 0
On obtient :

|V € [1,+00], ¢(z) <0 et y(2) > 0|

1.2) On obtient ainsi les représentations graphiques :
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1 1
2) Vn e N*, upiq —uy, = 1 In (n + ) = p(n) <0 et (u,) est décroissante.
n n

1 2
Untl = Un = o In <Zi 1) =1(n) >0 et (v,) est croissante.

1
Enfin u,, — v, = In i) qui tend vers 0 en +oo.
n

Les suites (u,) et (v,) sont donc adjacentes.

1—-(1-
3.1) Soit n € N*. f est une fonction rationnelle continue sur ]0,1]. En 0, f(z) = (1 = nz + o(z) =
x

n+o(l) et f se prolonge par continuité en 0. D’otu :

|/ est intégrable sur [0, 1]}

3.2) f(X) =0

et :

o0 =S ()

3.3) La famille (1,X — 1,(X — 1)%,--- (X — 1)"!) est une famille de polynémes de degrés
échelonnés, donc libre dans l’espace vectoriel mn — 1[X]. D’autre part, dimmn — 1[X] = n et

la famille comprend n polynémes :
(1,X —1,(X —1)%,--- , (X —1)"!) est donc une base de mn — 1[X].

n—1

xS
k=0

Onaaussi f(X) =—"———— cara” —b"=(a—b) > akp"17F
) X k=0
=5 x
k=0
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et :
n—1
FX) = (-DHX - 1)
k=0

3.4) D’apres la question précédente,

/01 flz) de = :2;(_1)19 <pz 1> /01 WPl

et (ile méme : L .

[ @i =Sy [@-pa
’ Zi? (31)p+2

> (1

P

NgERI

hS]

Il

-
bR

On a donc :

p

[ 16 dz“)()z

Partie 2 : Transformée de Laplace

4) / In(t) dt = [tIn(t) — t] = aln(a) — a — zIn(z) + 2 qui tend vers aln(a) — a quand z tend vers 0.

On en déduit que Va € i—l—*, In (continue sur ]0,a] et de signe constant sur ]0,1]) est intégrable
sur |0, a).
En outre, I’on sait que Vx € 4%, In(z) <z et donc, pour A=1, 3=1letn=1,Vr €[4, +x, 0<
In(z) < Bz
Donc In € E.
5) Soient f et g€ F et A et p € C. Alors \f + ug € C(]0, +00[,C), A\f + ug est intégrable sur tout
10,a], a >0, et s’il existe A, B >0, 3, v>0, m, n €N tels que :
Vo € [A, +oo, [f(z)] < Bz
Va € [B, +oof, |g(x)] < ya™,
et par exemple n < m, 3C > 0 tel que si x > C, [A\|fa""™ < |\|3. D’ou1 pour z > max(A, B,C) =D
|Af + pg)@)] < Mf(@)] + |pllg(@)|
< [AlBa™ + |plya™
< (|A[Bz™=™ + |uly)z™
< (A8 + [uly)a™
Donc \f + pug € E. Comme E # (),

[E est un C-espace vectoriel, sous-espace de C(]0, +oco[, C)]

6) Tout d’abord, ¢, est continue sur .

D’autre part, 34 >0, 8 >0, n € N tels que pour z > A, |f(z)| < fz™. D’olt pour t > A, |p,(t)] <

Bt"e~*t, On en déduit que tliin t2¢.(t) = 0, ce qui permet d’affirmer que ¢, est intégrable sur
— 400

[1, +o0l.

Enfin |p,| <|f| ce qui permet d’affimer que ¢, est intégrable sur 0, 1].

Donc,
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0, est intégrable sur H-#

7) L est linéaire car I’intégrale est linéaire.

8) f est continue sur FH—; donc f est intégrable sur tout ]0,a], (a > 0).

Il existe A >0, 8 >0, n € N tels que Vu > A, |f'(u)] < pu”
D’ou, pour tout t > A,

PO = 1f(A) + /A £'(u) dul
<A+ /A 1 (w)] dul

< 1F(A)] + / Bu™ dul
?nJrl _AnJrl

<IfA)l+8
4 A
< -
< Iyl + s 1
1 (avee K = [f(4) + Ao ety = L)
< n = -7
< K+t (avec i et v il

Or3dB>0,t>B=Kt"1<I.

Pour t > max(A, B), |f(t)] < (y+ 1)t""l et f € E: £ a un sens.

Soient u, v > 0. Alors :
v —xt] Y v —xt

/ ft)e "tdt = [—f(t)e ] +/ f’(t)e dt par intégration par parties. En faisant tendre u
u €T u u x

vers ( et v vers +o0o, on obtient :

+o0 N
@ = [ sean= 0 A

x

V2 >0, L(f')(w) = 2L(f) (@) — £(0)]

9) Soit k € N;
= fk S C(H—*,(C)
- [r se prolonge par continuité sur tout [0,a], ¢ > 0. Ce qui montre que f; est intégrable sur

tout ]0,a], a > 0.
- D’autre part, pour A=1, =1, n=kett> A, |fi(t) =tF <3t

Donc fi € F

(0%
Inpw = [ e "t

€T X

k+1_—za
a e k+1
= - + Iy,

X €T

tk-l—le—wt @ 1 «
= {—7} + —/ (k +1)tke=*" dt (par intégration par parties)
0 0

(fx)(z), ce qui montre

k+1
et en faisant tendre « vers 400, I’on obtient Vx > 0, L(fr4+1)(z) = Lﬁ
x

par récurrence simple :
Vo > 0, N
L(fe)(x) = —L(fr-1)(x)
|
= x—l;ﬁ(fo)(w)

+oo
Or L(fo)(z) 2/0 e tdt

. T
D’ou :
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k!

Vo >0, Vk €N, L(fy)(z) = -5

10.1) f, € E car elle se prolonge en une fonction continue sur ;H- et elle est de module 1.
10.2) Pour z > 0,
+oo
L(fo)(x) = / e“ltemtdt
0

—+o0

_ et(iw—w)dt

0
|:et(iw—m):|oo
ui) —x |,

Tr —iw
Donc :

Vo >0, L(fu)() = —— = 2

T —iw 2?4 w?

10.3) En passant aux parties réelle et imaginaire, on obtient :

w

Vo > O, ;C(COSUJ)(I) m

= m et E(snlw)(x) =

Partie 3 : Transformée de Laplace de la fonction de Bessel

11) Soit g ’application de R x [0, 7] dans R qui & (¢,6) associe cos(tcosf).
g est évidemment C>™ sur R x [0,7] = U.

lg(t,0)] <1
@(te = | —cosfsin(tcosd)| <1 T
En outre, V(t,0) € U, ot | cOST I COST)I = et ’intégrale / df converge.
0? 0
a—tg(tﬁ = | —cos? O cos(tcos )| <1

Cela permet d’affirmer que J est de classe C? sur R et que :

1 ™
J'(t) = ——/ cos O sin(t cos ) db
vt e R, ”1 Our
J"(t) = ——/ cos? 0 cos(t cos 0) df
0

™

12) Intégrons par parties l’intégrale qui donne J'.

1 ™
VteR, J'(t)=—— <[sin9 sin(t cos 6)]; —|—/ tsin® @ cos(tcosf) dﬂ) =
™ 0

™

J'(t) = —E/ sin?@ cos(t cosf) db
0

13) Vt e R, tJ"(t) + J'(t) + tJ(t) = i/ cos(t cosf)(—cos®f —sin®0 + 1) df = 0. D’oir :
0

™

[J est solution de I'équation différentielle (F) : tJ” +J +tJ =0]

14) J est continue sur R, donc continue sur R** et intégrable sur tout |0,a] ou1 a > 0.
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IN

D’autre part, Vt € [1, 400, |J(¢)]

1 ™
—/ | cos(t cos0)| df
0

™

l/de
™ Jo

< 1¢9

IN

D’ou .

15.1) 6 — est m-périodique et paire. D’ou :

22 4 cos? 0

w/2 1 w/2 1

I(z) = ——— df =2 ——— df

(z) /ﬁ/Q 22 + cos? 0 /0 22 + cos? 6
15.2) Dans ’intégrale proposée, posons ) = arctanu. Cela est possible car arctan est un difféomorphisme
de [O, g[ sur RT*. On obtient :

du
/ S S / R T
o x?+4cos?0 0 1

2
. +1+u2

/+oo du

—Jo u?z? + 1+ 22

1 /+°° du
_1+$2 0 ux 2
v )

V1422

zdu

— 1 /+oo V14 a?
V1422 Jo 1+< ux )2
V14 22 /.

1 uzx e
= ——— |arctan | ——
V14 22 [ <\/1+x2>]0

D’ou :

w/2 1
T T
/ 3 5 = et I(z) = ——
o x2+cos?l  2xv1+ 22 v 1+ 22

16) La transformée de Laplace de J s’exprime, pour z > 0 par :

+oo 1 ™ 1 T +oo
L(J)(x :/ (—/ cos(t cos@)d@) e Ttdt = —/ (/ cos(t Cose)emt) do
0 mJo m™Jo \Jo

Or, en posant a = cos®f,

+oo
/ cos(at)e”*tdt =
0

+oo et(iafz) + eft(iaer)

2
|:et(ia—m) e—t(ia+m) :| +oo

dt

l\DIHl\DIP—‘O\_'

a— T a+x 0

B 1 1

a r—1ia x+1a

o

x2_|_£g2
T 22 4 cos26
1 [7 x x T 1
D’ou : L(J = — —_——df = — X —— (d’ es 15.2) = ——.
ou: L0 =1 [ gt = 5 Ly (apres 152) = gy

On a montré : Vo >0, L(J = —
v >0, L)) = <=

Fin

a la prochaine
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