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Corrigé DS 7 (07-08) :  Intégration sur un segment
Equations différentielles

EXERCICES
Vus en TD.
PREMIER PROBLEME
Premiere partie
1
1) a) Spu1—S,= m > 0, donc (S,,) est croissante.
b) k<t<k+1 = L 11
- = (k+1)2 = 12 = k2

1 k+1 1 d k+1 1d k+1 1d 1
T ——_dt < —dt < —dt = —
(k + 1) /k (k +1)2 —/k 2 —/k 2T e

c) D’aprés la question précédente on a :

n—1 1 n—1 k+11 nq
S, =1 — <1 —dt =1 —dt
tgrmetrr [ prste [ g

k=1
N : L "1 " 1

d) D’aprés la question précédente on a : S, < 1+ t_th =14+ |——]| =2——<2,
1 nl, n

donc (S,,) est majorée or elle est croissante donc converge vers une limite finie
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k1
2) a) D’aprés 1.b) moyennant un changement de variable on en déduit que / —dt <

n—+p n—+p

1 ko1 ntp+l ntp k+1
ﬁg/k_lt—th,donc/n i = Z/ L < Z < Z/lt—th:

+1

n-+p
/ —dt d’aprés l'inégalité précédente on a, aprés intégration : ? —
n n
1 1

—— < S5, =5, < — = , quand p — +o00 avec n fixé on obtient
n+p+1 = " =0 ntp 9 b

<i-5, <t
n+1— n

61 1
=1+— = 1.62 = - <lIl- =1
b) Sy + 11 0.7986 donc 1.6 5+S4 l4+54 67

Deuxieme partie

1 1 1 1
1) a) / (ct? + dt) cos(kmt) dt = — [(ct® + dt) sin(/mrt)](l) - / (2¢t + d) sin(kwt) dt
0 S—— —— km g S kT Jy ————

“ v nul u o
1 2c 1
= 753 [(2ct 4 d) cos(knt)], — 122 /0 cos(kmt)dt

2c+d)(=1)F —d 2c .
= ( ]3‘2(71'2 ) ~ 153 [Sll’l(k)ﬂ't)](l)
nul

b) 11 suffit de choisir a,b réels tels que : (2a + b)(—1)F — d = 72, autrement dit

2
s
,donca:?etb:—ﬁ.

solutions du systéme suivant : { 2a = 72

—2a — 2b = 72

1 T 1 noopl
c) / (at® + bt) (5 + Z cos(knrt)) dt = 5 / (at® + bt)dt + Z/ (at® + bt) cos(knt)dt
0 k=1 0 k=10

2a + 3b 1 2a + 3b
=Tt 1 o
2) 1+2 Z cos(2kf) = Re <1 +2 Z e?iko
k=1 k=1
1= eZznG
= Re (1 + QeM—.) (somme d’une suite géométrique)
1 o210
. —2isin(nf)e™? i . i
sin(n@)e!n+1)?
=Re|l+2———F—F—
‘ ( 0
14 2sm(n9) c'os((n +1)0)
sin(#)
_sin(f) + 2sin(nb) cos((n + 1)0)
B sin(6)
in((2 1)0
— Sm((sj:bl(—g) )0)) (2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b))
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3) a) Simple intégration par parties avec u = f(t),v" = sin(At).
b) f est de classe C! sur [0,1] donc f et f’ sont bronée sur [0,1], d’autre part
| cos(At)] < 1, donc d’aprés la formule précédente on conclut que :
1

M
i < — N
t) sin(At)dt| < N 0

Troisieme partie

1) a) f est continue sur |0, 1] en tant que rapport de fonctions continues, d’autre part

W(t; 2) — —m = f(0), donc f est

au voisinage de 0, on a sint ~t, donc f(t) ~
continue en 0.
b) f est dérivable sur |0, 1] en tant que rapport de fonctions continues.
En Maple© les calculs donnent :
> fi=t->(pi~2%(t~2-2%t))/(4*sin(pi*t/2));

B 2 (#2-21)
f t 1/4 sin(1/2mt)
> D(f);
(2—2t) cos(1/2mt)

(sin(1/27t))?

t— 1/4 s1n(12/t27r2t B 1/
> limit (D(£) () ,t=0);
/2
t) —
c¢) D’aprés le TAF M
f'(0) = 5
d) f est de classe C! sur ]0, 1] en tant que rapport de fonctions de classe C', de plus
li(l)rnf’( )= f(0) = Z donc de classe C' en 0.

2
T T
2) On sait d’aprés Partie 11, 1,a) que a = 5 et b = —7%, puis en prenant 0 = B dans

= f'(¢) - g, donc f est dérivable en 0, avec

1 n
Partie II, 2) on trouve que (at? + bt) (5 + Z cos(kmf)) = f(t)sin(2n + 1)%

. . L JR— 2a + 3b
3) D’aprés Partie II, 1,c) on a S, = [ (at® + bt) 3 + Zcos(lmt) dt — g au
0 k=1
2a + 3b 2
passage a la limite et d’aprés Partie II, 3, b) on conclut que [ = — ag— = % En

Maple®© les calculs donnent :
> evalf(Pi~2/6);
1.64

SECOND PROBLEME
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Premiere partie

1) L’équation caréctéristique de 1’équation différentielle y“+y = 0 est 72+ 1 = 0 dont les
racines sont i et —i, donc la forme générale des solutions est yy(x) = Acosx + Bsinz,
ainsi ¥ est un R-ev dont (C,S) est genératrice, comme elle est libre, car non
propoprtionnelles, donc c’est une base.

1

A2+1

b) S\ est une solution particuliere de I’équation avec second membre, donc la forme
générale de telles solutions est y(x) = yu(z) + Si(z).

2) a) S\ estsolution de Xy <= a(A\2+1)=1<=a=

¢) Découle immédiatement de la question précédente.

2k
d) Si(x) = asin(Az) est Tﬂ—périodique avec k € Z. Supposons que E 5 admet une
solution y(r) = Acosx+ Bsinx+S ;5(x) est 2r-périodique, donc S 5(x) est aussi

2k
S om, d’ott k = /2 € Z, absurde.

V2

2m-périodique, donc Jk € Z tel que

Deuxieme partie

1) 1 et g sont dérivables, en tant que primitives de fonctions continues, avec
oi(x) = f(z)cosx et ph(x) = f(x)sinz.
2) a) Evident, car sin(x —t) = sinx cost — coszsint.
b) ¢ est dérivable sur R en tant que somme et produit de fonctions dérivable, avec
O'(z) = ¢1(x)cosx + 30'1 (z)sinz — @h(z) COSJZ—HDQ(iE) sin x

Vv
nul

= ¢1(z) cos T + po(x) sinx

c)  est deux dérivable sur R, car ¢ est dérivable sur R en tant que somme et produit
de fonctions dérivable, avec ¢ (x) = —1(x) sin $—|—é0/1 (z) cosz + ¢h(x) sin T +pa(z) cos T,

7@
donc ¢“(z) + ¢(z) = f(z), autrement dit ¢ solution de &;.

3) Soit g une autre solution de £y, donc “+ ¢ = f et g“+ ¢ = f, en faisant la différence
on obtient y“+y = 0oty = g — . D’aprés partie I, 1) on a : y(z) = acosx + (sinz,

donc g(z) = y(z) + ¢(z) = acosz + Fsinx + / f(t)sin(z — t)dt
0
4) a) Plus que évident.
b) D’aprés Partie II, 3) on conclut que h(x) = acosz + sinx +/ f(t)sin(x —t)dt
0

T+
et h(z) = acos(x + 1) + Bsin(x + 7) + / f(#)sin(z + 7 — t)dt, en sommant

0
ces égalités, en utilisant la relation de Chasles et les formules cos(z + 7) =
T+
— cos, sin(z + ) = —sinz, on obtient h(x 4+ 7) + h(z) = / f(t)sin(z — t)dt.
D’autre part f1(t) > 0 et sin(x —t) > 0 pout x <t < x + 7.

5) a) i D’aprés Partie II, 3) on a: ¢(z) = g(z) — acosz — fsinz est 2mw-périodique
en tant que somme de fonctions périodiques.
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b)

ii. ¢ est 2m-périodique, donc p(z + 27) = p(x) pour tout réel x,

ot / ) sine + 27 — )t = / " F(#)sin(x — t)dt,
0

0
27 x+27 T

d’oil/ ft) sin(x—t)dt+/ f(t)sin(x—t)dt :/ f(t)sin(x —t)dt. En
0 2m 0
effectuant le changement de variable u =t — 27 et vu que f et sin sont 27-

T+2m T
périodiques, on trouve que / f(t)sin(x —t)dt = / f(u)sin(x —u)du =
0

2w
2

/ " F@)sin(e — t)dt, don | F(t) sin(z — t)dt = 0.
0

0
2m
Pour tout réel z, on a : / f(t)sin(z—t)dt = 0, donc sinx/ f(t) costdt —
0 0

2 T
COSZL"/ f(t)sintdt = 0. Pour z = 0, on trouve / f(t)sintdt = 0, pour
0 0

2w

xr = g, on trouve f(t) costdt = 0.
0

2m 2m 2m
Si f(t)sintdt = f(t)costdt = 0, alors f(t)sin(z — t)dt =

0 0 0
2

sin / f(t) costdt — cosx / f(t)sintdt = 0, donc ¢ qui est une solution par-
0 0
ticuliere de &f est 2m-périodique, donc (d’aprés Partie 11, 3) toute autre solution

g de & est 2m-périodique.

1 2m
Si f(t) = sint, alors / f(t)sintdt = sin? tdt = 2/ (1 —cos(2t)dt =7 #
0

0, donc d’aprés la question précédente, 8 ¢ n’admet aucune solution 27-périodique.

2

‘Fin
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