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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere BCPST,
comporte 3 pages.
L’usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et
a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de

rappeler avec précision les | références |des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

PREMIER PROBLEME

n
1
Dans ce probléme, on considére la suite (S,,) - définie par: S, = Z = nE N*; 'objet est

k=1
de montrer qu’elle est convergente et de calculer sa limite.

Premiere partie

1. (a) Montrer que la suite (S),) est croissante.

neN*

1 Mlae 1
b) Mont , toutentierk > 1, ————— < — < —.
(b) Montrer que, pour tout entier CESE /k 2 < 12
" dt

(c) En déduire que, pour tout entiern > 1, S, <1+ / -

1
(d) Montrer alors que la suite (S,) est convergente. Dans la suite de ce probleme, on note £

la limite de la suite (Sy,)

neN*
neN* *

2. Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

Karans " dt ded 1
a) Montrer que — < Shap—5Sn < —  eten déduire que <l-S, <—.
(a) q /n " 2 ntp = On /n 2 e +1 "
(b) Calculer Sy et en déduire un encadrement de ¢ par deux nombres ayant chacun deux

décimales.

Deuxiéme partie

1. (a) Sicetdsontdeuxréels et k un entier naturel non nul, montrer que

_ (2c+ d)(—=1)* —d

1
/O (ct? + dt) cos(knt) dt 33

(b) En déduire qu’il existe un unique couple (a, b) de réels tels que, pour tout entier k > 1,

1
/ (at? + bt) cos(kmt) dt = %
0
1 1 n
(c) Soit n un entier naturel non nul ; calculer la valeur de / (at?® + bt) (5 + Z cos(lmrt)) dt
0

k=1
en fonction de S,,.
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2. Montrer que, pour tout entier n > 1 et tout § €0, |,

sin ((2n + 1)0)

sin 6

1+2 Z cos(2k0) =
k=1

3. Soit f une fonction réelle de classe C sur [0, 1].

F0) — f(1)cos A
A

1
(a) Montrer que, pour tout A > 0, / f(@t)sin(At) dt =
0

1
(b) En déduire que la fonction A\ — / f(t)sin(At) dt tend vers 0 lorsque A tend vers +oc.
0

Troisieme partie
On considere la fonction f : [0,1] — R, définie par

22(12 —
f(t):M si t#0 et f(0)=—m.

1. (a) Montrer que f est continue sur|0, 1].
(b) Justifier que f est dérivable sur |0, 1] et que f’ posseéde une limite finie a droite en 0.
(c) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que f est dérivable en 0.

(d) Déduire de ce qui précede que f est de classe C! sur [0, 1].

2. Vérifier que, pour tout t € [0,1], (at* + bt) (% + Z cos(lmrt) = f(t)sin ((2n + 1)7;)
k=1

3. En déduire la valeur de ¢, puis vérifier I'encadrement vu a la question 2.(b) de la premieére
partie.

SECOND PROBLEME

Dans ce probleme, par “solution d’une équation différentielle”, on fait référence aux solutions a
valeurs réelles définies sur R.
Si f est une fonction réelle continue sur R, on lui associe I'équation différentielle

v +y=1r (&r)

Premiere partie

Pour tout réel z, on pose C'(x) = cosx et S(z) = sinz.

1. Résoudre I'équation différentielle y” +y = 0 et vérifier que ’ensemble 3 de ses solutions est
un espace vectoriel réel puis que la famille (C, S) est une base de X.

2. Onnote X I'ensemble des solutions de 1’équation différentielle
y" +y = sin(A\z), (Ey)

ol A est un réel non nul tel que \? # 1.

—I—% /01 I (t) cos(At) dt.
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(a) Montrer qu’il existe un unique réel a, que 'on calculera, tel que la fonction
Sy & — asin(Az)
soit un élément de X
(b) Montrer alors que X\ = {aC + 35S+ S, ; (o, 8) € R?}.
(c) Vérifier que les solutions de I’équation différentielle (E3) sont toutes 2r-périodiques.

(d) Montrer que la fonction S est périodique et préciser ses périodes puis en déduire que
I’équation différentielle (E 5) n’a pas de solutions 27-périodiques.

Deuxiéme partie

Dans cette partie, on désigne par f une fonction continue sur R, a valeurs réelles ; pour tout réel
x,onpose (x)= / f@t)sin(x —t) dt, pi1(z) = / ft)costdt et / f(t)sint dt.
0
1. Montrer que ¢; et ¢ sont dérivables sur R et calculer ¢ (x) et ph(x) pour tout z € R.
2. (a) Montrer que, pour toutréel z, ¢(x) = p1(x)sinx — p2(x) cos x.
(b) En déduire que ¢ est dérivable sur R et exprimer ¢’(z) pour tout z € R.
(c) Montrer que ¢ est deux fois dérivable sur R et qu’elle est solution de l’équation

différentielle (£¢).

3. Soit g une solution de I’équation différentielle (£) ; montrer que la fonction (g —¢) est solution
de I’équation différentielle y” +y = 0 et en déduire qu’il existe un unique couple (o, 3) € R?
x

tel que, pour tout réel z, on ait g(z) = acosz + Bsinz + / f(t)sin(x —t) dt.
0

4. Application : Soit h : R — R une fonction de classe C? telle que h” + h > 0.

(a) Vérifier que h est solution de 1’équation différentielle (Ey,) out f1 = h” + h.
(b) Déduire des questions précédentes que, pour tout réel z,

T+
h(z+7) + h(z) = / Fi() sin(x — ¢) dt,
puisque h(z +m)+ h(x) > 0.

5. Cas ou f est 2m-périodique

On revient au cas général et on suppose que f est en plus 27-périodique.

(a) Sil'équation différentielle (£;) possede une solution 2m-périodique g.
i. Montrer alors que la fonction ¢ est 2m-périodique.
2m
ii. Montrer que, pour tout réel z, f(t)sin(x —t) dt = 0 et en déduire que
0
2w

2m
f@t)sint dt = f(t)cost dt =0.
0 0
2 2m

(b) Réciproquement, montrer que si f(t)sint dt = / f(t)cost dt = 0 alors toutes les

0 0
solutions de I’équation différentielle (£;) sont 2w-périodiques.

(c) Si f est la fonction sinus, I'équation différentielle (£;) possede-t-elle des solutions 27-
périodiques ?

FIN DE L'EPREUVE
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