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Lundi 6 Avril 2009
Durée : 2 heures
Blague du jour :
Etes-vous accro & 'Internet ? La réponse serait oui si :
e Vous mettez des smileys dans des lettres que vous envoyez.
e Vous refusez de partir en vacances a un endroit sans électricité ni
ligne de téléphone.
e Vous regardez votre mail : ”Pas de message.” Et vous vérifiez a nou-
veau.
e Votre femme vous apprend vous avez une barbe de 2 mois.

Mathématicien du jour Wiles
le dernier théoréme de Fermat, ou théoreme de Fermat-Wiles, énonce qu’il n’y a pas de
nombres entiers non nuls x,y et z tels que : 2" 4+ ¢y = z" pour n > 3. De maniére générale,
toutes les solutions pour n = 2 sont données par : x = 2kml, y = k(m? — 12), 2 = k(m? + [?), ou
les nombres k,l et m satisfont les conditions : k entier, m > [, m et [ de parités différentes.
On appelle parfois ces entiers les triplets pythagoriciens.

Aprés 300 ans de son énoncé par Fermat, le théoréme fiit demontré en 1994 par André Wiles.
Fermat ecrivait : « J’ai trouvé une merveilleuse démonstration de cette proposition, mais la
marge est trop étroite pour la contenir». La plupart des mathématiciens pensent aujourd’hui
que Fermat s’était trompé en pensant avoir correctement démontré sa conjecture : la preuve
connue (affinée depuis) fait appel a des outils trés puissants de théorie des nombres.

Sir Andrew John Wiles (1953 - ) est un mathématicien britannique, professeur a ’université
de Princeton, aux Etats-Unis.

Exercice 1 Source : Thai Ngo (www.mathprepa.fr)

1. Calculons

(a+2b)*—a* = ((a+2b)?+a*)((a+2b)%—a?)
= 8b(a®+ 2ab+ 2b%)(a +b).

2. Puisque d divise & la fois ab et a + b, il existe deux entiers k et k' tels que ab = kd et a +b = k'd.
Or les nombres a et b sont solutions de I’équation

2% — (a+b)x +ab=0.

Donc, on a
—(a+b)a+ab=0,
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c’est-a-dire a

2 = (a+b)a — ab, soit encore a* = d(K'a — k).

3. Si ab divise (a® + b?), alors il existe n tel que a® + b = abn.
Cette relation montre que a? est divisible par b et b? par a. Il existe donc k et k' tels que a® = bk
et b2 = ak’.

. Raisonnons par récurrence. Lorsque n = 0, n = 1, n = 2, cette propriété est vraie. Supposons que

c’est vrai pour n, montrons que c’est encore vrai pour (n + 1).

m+1P2—-mn+1) = n2+3n?+3n+1-n-1
= n3+3n?+2n
= n3—n+3(n?+n)
= n3—n+3n(n+1).

Par hypothese, (n3—n) est divisible par 6. De plus, 3n(n+1) est divisible par 6 car c’est le produit
de deux entiers consécutifs : si I'un est pair, 'autre impair et vice versa. Donc c’est divisible par

6.

Exercice 2

1) a)

b)

d)

2) a)
b)

c)

lnn

A P’aide de la régle de D’Alembert on a R = hm =1l,car ln(n+1)=lnn+In(1+

ln(n+1)
n+1
Ly ~Inn.
Inz , l1—zlnx Inn ) .
Posons f(r) = —, on a f(z) = ——5— < 0 pour = > 3. Donc — est décroissante
x n
. . - - nlnn
vers 0 a partir de n = 3, ainsi la série Z(— —— converge car vérifie le critére spécial
n

n
de Leibniz pour les séries alternées.

Inn
En utilisant la regle de comparaison d’une serie avec une intégrale, on a E — (qui
n>1

est de méme nature que Z —) converge si et seulement si / — dt est majorée.
n>3 n
"nt
L dt = [In(In¢)]3 = In(lnn) — In(In3) — +o0, donc Z Inn diverge et par suite
n
n>1

nlnn
la serie E —— ne converge pas absolument.

/hltd In?+¢ _ln2b Ina
L2, 2 2

11 suffit d’intégrer par rapport a ¢, ’inégalite : f(k+ 1) < f(t) < f(k).

En sommant les inégalités précédentes, on obtient :
n

n k41
RIS /k fod < S fk)

k=no+1 k=no+1 k=no+1
n+1 n+1
>ofo< [ gwa <Y )
k=no+2 no+1 k=no+1
n+1 n n
[ ogwe < > gm0 < [ o
no+1 k=ng+1 no
Inz <1
Pour f(x) = — et ng =3, on a en particulier
x
2 2 n+1 n n 2 2
ln(n+1)_ln4:/ ln_xd ZMS/ ln_xdlenn_lni’)

“Ink “Ink
Comme Z— — +o0, alors ZHT ~ Zn— o on d’aprés I’encadrement
k=1 k=4
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précédent.

Probléme

ITI. développement en série entiere des élémentsde F,,.
xT
1) Pour n =0, le résultat s’écrit : f(z) = f(0 +/ f'(u) du, qui est vrai.
0

Supposons le résultat vrai pour n, donc :

_ f )( )k [T E=W"
fz) = — /" (u) du
%,

S

n! N—_——

= Hi_/ M
— f™(0) (z —u)™* Y AR

- Yo (] ) S e a)
n+1 f(k) 0 T (e N

_ 2 k'( )xk+/0 ((n+)1) f( +2)( )d

2) Poser u =zt
3) On a f»+2) >
f(n-l—l)( ) = R,

4)

0, donc f+1) est croissante, donc = < yet 0 < t < 1 = fr+(xt) <
(z

) < Bn(y)-

n+1
5) Découle immédiatement de la question précédente puisque Em (E) =0.
> \Y

nok
6) a) Pour f(z)=e*, ona f*)(0) =1, donc Em % =e".
k=0
b) Pour f(z) = In(1 + ), on a f*)(0) = (=1)*'(k —1)! pour £ > 1 et f(0) = 0, donc
n o 1yk-1
In2 = lim &
+oo k
k=1
IV. Exemple de la fonction arcsinus.
1
. _ N _
1) a) Par récurrence pour n =1, on a arcsin’(z) = Wit donc Pi(x) =1.
P
Supposons arcsm(”)(x) = (2) -, donc
(1= a2 ]

P (z)(1 — 22)"" % 4+ (2n — Da(1 — 22)"~ 3 P, (z)

aresin ™Y (z) L v
— X n—
C P@O -2+ - DrPu@)  Punl®)
a (1 —a2)nti=s (1 —a)ntie
b) On a arcsin’z = ——, en dérivant une autre fois on obtient :
V1—2a?
arcsin” z = i :cz)xm = x?ribm T dron (1 — x?)arcsin” (z) = zarcsin’ z. Donc :
(1 — x?)arcsin”(z))™ = (xarcsin’ z)(™
- n 21 (k) ! (n—k) _ - n (k) - (n—k)
Z 1 —2%)% (arcsin” (x)) = Z x (arcsin’(x))
k=0 — k=0 =0 si n>2
=0 si n>3 2z
(1—2a?) z}r)csin’”r2 (x) — 2nx z;)rcsin"“(x) —n(n—1) a;)csin"(:c) = arcslit?’”rl () +n arcsilrtl)"(:c)
(1-a2) nt2() o nt1(z) (- 1)117(117)l . nt1(T) " n(:c)_l
(1 —a2)nts (1 —a2)nt2 (1—2a2)n 2 (1 —a22)n+s (1—2a2)"2
Ppia(z) = @n+1)z Py (z) n2 Pu(x)
(1—a2)+s -zttt A a2yl

D’ott P, yo(z) = (2n + )Py (x) + n2(1 — 22) P, ().
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2)

3)

)

a)

b)

d)

a)

b)

Par récurrence a deux pas, on montre que P,(0) > 0, Vx € [0,1[, Vn € N*.

En effet : Pi(z) =1 et Py(z) = z. On suppose Pn(x2 >0et P,ii1(x) >0 et on en déduit a
partir de ([IH) que P, 2(z) > 0. Donc enfin arcsin'™ (z) > 0, Vz € [0, 1], d’ot arcsin € Ej.
D’apreés [, on a P,;2(0) = n?P,(0), or P,(0) = 0, donc P»,(0) = 0, Vn € N* D’autre
part Pgn_,_l(()) = (27’L — 1)2P2n_;(0), Pgn_l(O) = (2n — 3)2P2n_3(0), ey P3(0) = P1 (0) = 1, donc

. 1 &2

. 2n)!?
Py 11(0) = H(2k —1)? = :_0 = ;ZL)'Q. Comme arcsin™ (0) = P,(0), Vn € N* et
k=0 [T (2k)2 "
k=1
arcsin(0) = 0, on conclut que :
arcsin®”(0) = 0
. (2n+1 _ (2n)P
arcsin®*tY(0) = S22 Vn eN
1
arcsin est la primitive, qui s’annulle en 0, de + — ———, dont le développement

V1— 22

limité au voisinage de 0 est donné par la formule :

1 2 (=) .. (AL
7:(1_x2)7%:1+x_+”'+( 2)( 2) ( 2 )
V1—22

(=)™ + o(z*"), le coéfficient

2 n!

2n)!
de 22" est donc % (on reprend les mémes simplifications faites dans la question
n!
2a))), celui de 2°"*! (aprés primitive) de arcsinz est @n+ 1)
, x P P Y resin @ 22"11'2 .
D’apres la formule de Taylor-Young : f(z Z f + o(z"), donc si a; est le

coéfficient de z* dans le développement limité, alors f ( ) = klag, d’otr

ey (22 [ 2k (2k)!
arcsin®*+1) (0) = 5o =\ & 5%

Résultat immédiat de la question Bl

La fonction z — arcsinz étant impaire, on applique la méme démarche sur | —1,0] a la
fonction arcsin(—zx).

1 T $2k+1 1
Prendre z = 2 on a arcsinx = s et % = 351Gk
: 1 T o~ ( 2k 1 1 o«
En prenant f(:v)zar051n:v,x:§,y:1, onaogg— E ( A )216k(2k—|—1) < STESREE

k=0

1 3
0<r—3 <
" Z( )16k 2k+1) — 201

3
Pour avoir une valeur approchée de m & 10~? prés il suffit de chercher n tel que o1 <

d’ou

1
1072, et la valeur approchée sera 32 ( 2k ) W

P 2k +1)
T (E2k+1 1
En prenant z = 7 on a arcsinx = 1 et 2k = W
1
Donc T_ lim ( ) 1) et finallement :
4 food V2.238(2k 4+ 1)

[ 2k 1
=i () memy

Fin

a la prochaine
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