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Devoir libre 3

Approche historique des nombres complexes
Problème I.

I Équations du troisième degré

Soit p et q deux réels fixés. On cherche à rêsoudre par la méthoele dite de Cardanl, l'équation
d'inconnue r, 13 + p:r + q: 0. On suppose qit'il existe deux nombres u et t' r'érifiant :

( u3+,'3 : -s)n
I uu : -;

Démontrer que le nombre u + u est solution de i'êquation 13 * p:r'* Ç : 0.

II Résolution de l'équation (Er) , *3 - 6r - 6 : 0

1. Enétudiantiesensclevariationdelafonction T t, *_*x-3-6r-6.déterminerlerrombre
de soiution(s) de l'équation (61).
Encadrer chaque solution par derx entiers consécutifs.

on cherche deux nombres u et u r'érifia |. '3 
+ t'3 : 6'tlt:t tii' : 2

Dêmontrer que u3 et, ,",-3 sont soiutions de l'équation -Y2 - 6X * 8 : 0. En dêdiiire u et ?r.

Déterminer la valeur exacte de ia soiution rêelle de l'équation (,E1).

III Résolution de l'êquation (trù ' 13 - 30r * 36 : 0

1. À I'aide de ia caiculatrice, conjecturer le nombre de solution(s) de }'é<luation (Er) ?

2. ia) Résoudre dans IR l'équation : X2 + 36X * 1000 : 0.

(b) Peut-on trouver deux nombres réels u et r:vérifiant { ".,:,''* 
- -36 ?'*'" i rL'Lr : 10

(c) Écrire X2 + 36X + 1000 sous forme canonique.

3. Pour pouvair utiJiser la méthode de la partie 2, Rafaël Boml>elfi (1526-1573) transgre.ssa .le.s

i.nte.rdifs et inventa ur nout'eau noml>re: J-L, ce nombre <<irnaginaire> est aujottrd'hui ttoté

i (notation introduite par Euler en 1777), et vétifre tr' :-:î

(a) trn utilisant ce nombre d. donner les solutions <<imaginaires> de l'équation

Xz + 36X -r 1000 : 0

(b) On pose ?, - -3 * i et r : -3 - i. En utilisant les mêmes règles de développement qu€

cians IR et etr remplaçant i2 par -1, calculeî utr, u3 et u3. Que remarque-t-on ?

(c) Vérifier que u *'rr est une solution de (,E2).

4. Factoriser le polynôme 13 * 30r * 36 par (" * (, + r)), puis acher.'er la résolution de (82).

tJérôme Cardan : nrédecin. philosophe. astrologue et mathématicien italien (150i * 1576)

2.

J.

4lâ'



Problème II. devoir à la maison

PAÏITIE I : Calcul de cos (2zr l5)
1. Résouclre l'équation (E): aa +;3 + z2 + z + 1 :0 (on dorurera le résultat sous forme exponentielle).

2. Soit: urre solution de (,8). on pose Z: zi f . Vurrfi", que 22:1- Z et déterrniner les r,aleurs possibies de Z.
t 

, a- t

En choisissant convenablement .2, en clduire ia valeur exacte d ' 
j7{ \

""o'(. r /'

16

1. Résoudre l'équation (F), I :k : 0 (on donnera ie résultat sous forure exponentielle).
/c:0

2. \ilontrer qlie pourtoute solution: de (F) etVk e Z, zk*r7 * ^x, .F: + : '17-k.

3. Onpose,S:;* z2+24 +28+ zs t zr3 +-15+-16 et T:.":t +.;5+ "6+"7 +:10+ -17+-12+,r4

(a) Justifier que S et T sont des nombres réels.

(b) Vêrifier que S + T : *7 et ST : -4. Dêterminer alors les laieurs possibles pour S et T.

4. Désormais" on note e:{.Onconsidère les deux réels
LI

r\:2 lcos(d) * cos(2d) * cos(48) + cos(8d)l et æz :2 [cos(3d) * cos(50) * cos(6d) * cos(Yd)]

(a) Justifier que I'on peut choisir une solution u de l'équation (E) telle que ,9 : ;rr et, T : æ2.

(b) Vér.irier q,rc cos f3).",, f+) :2cos f*).". (*) *.", f=) *."- (+) : -2cos f *) "". 
(g)

\li / \t7/ \r,./ \rr, \r,./ \ 17/ \1i/ \ri./
En dduire que .r1 > 0 et donner ies r.'aleurs de c1 et r:2.

5. Soit tl, la solution choisie à ia ouestion 4.a. On considère les ouatre réels

y: : zu + yt4-ç.6,13 1tr,16, ur: u,,+ ,u8 +,us 1tr,15,

!/z 
"u3 

+w5 +wtz +rut4' !4+:tL;6 + u-,7 + ?r10 + 11111.

(a) Vérifier eue Vr : 2 cos I * 2 cos(49), puis qle At > 0.

(b) Calculer gt * Az et Atyz puis donner les r.aleurs exactes <le .r71 et 92 (en fonction de 11)

(c) En procéclant de ]a même façon al'ec As et,?Ja, détermiuer les valeurs exactes de gr3 e;t g+ (en fonction de 12)

6. Soit u la solution choisie à la question 4.a. On considère pour finir les deux réels z1 : tr: * rc16 et, 22 : u:4 * 'r,13.

Calculer 4 * zz et 2122. Dorrner l'expression de ;1 e.t .r2 en fonction cle y1 et 93.

7. Déduire des questions précédentes que

/2n\ -t.fr./ffi",

Kart Fried.riclt Gau,ss (1777-1555) a clérnontré, à l'â,ge d,e 19 ans, que l'on peu,t calculer d l'a'itle d.e rad;icaur *. fI)
\??./

s'i et seuLern,er* n s'éct'i,t sou,s la fonne n:Z*pt...pr où nt.est un enl:ier natutel quelconque et le.s'pa sont to'us de,s

nombres p'rem'iers i,mpuirs d,eur à deu.r d'istincts d,e la fonn,e 22^ *1 (par eremple. pour h: û, 1,2,3,4 on obti.ent 3,5,
17,257,65537 qui sont bi,en prem'iers, ce qu'i n'est pas le cas rJe pou,r h : 5. On peut d,onc cnlculer à l'aid,e d,e rad.'i-

cdl,wcos(2x13),cos(2xfS),cos{2rf6),cos(2n/8) ma'ispascos{2tr/7}nicos(2r/9).Cerésu,ltatfutunegrand,epercëecaril
pervne:t d,e cara,ctétiser complètement tous les pol:ggones rég'ul'iers construcl:ibles à la regle e.t au contpas un'iquernen,t, prolonge.-

ment magi.stral du traua'il co'rnmencé par les mathémat'ici,ens de I'Antiqui,té grecçlue. Ga,uss est l,'un d,es plus grand,s gérr,ies d.es

mathém,ati,ques d.e tous les temps, i,l a défriché quasiment tous les pans d.es mathém,at;iques et ses tra:uaus serant la source
d,\insyirat'ion des Ttlus grands mathé.m,ati,ciens durant plus eJ,'un s'iè.cle après sa mort. A 5 o,ns où 'il calcula i.mméd'iate-ment

I + 2 + . . . + 100, à 19 ans 'il démantra égalemertt la loi, tle réciproc'ité quathvt'ique (Euler et Legend.re en furent 'incapables)

et créa les cortgmtetzces, dans sa thèse (21 ans) i,I interpréta, géométriquement les compleres et démontrc. qu,e toute étpat'ion
polynômi,ale à cofficie.rtts dans C ad,met des solutions dans C, à l'ô,ge a.d'ulte, 'il conçu une méthod,e rl'étude des surfaces,
qui, l,u'i f,t comprcndre l'er:istencc de géométries non-ectclid,'iennes, que générali,sa R,'iemann et sans laquelle E'instei,n n'aurrit
jamais pu élaborer ta théorie de Ia relatiaité générale, sans parler de ses tra',-aur en probabi.l'ités (la farneuse courbe de Gauss),
etc. Gauss fut mathémafici.en. et il le resta jusque d,ans sa mort puisqu''il demanda qu'wt, polygone regul'ier de 17 côtés soi.t

grauê sur son tom.beuu et 1777 et 1855 sont d,es prem'iers entre eur ! II fut. egalement un astron,ome et un ph.ysi,c.ien émé,r'ite
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