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Partie 1 : calculs préliminaires.

1 43
1) 1+j+j2:f‘2200arj3:e

2i7r:1

21+ jrat+ gl =0et 1+j+52=0 = 21+ jzo = —j223
— 21+ J2 = (1+])23
— 21 — 29 :j(Zg—ZQ)
21— R2

2) Ona:

23 — %2

D’autre part, en multipliantl’égalité par z; + jzo + j%2z3 = 0 par j, et
vu que 72 = 1, on obtient : z3 + jz; + j22 = 0, de facon pareille, on

23— 2
obtient = L = j, et on multiplie encore une fois par j, on obtient :
9 — 21
. .9 . . . 22 T 23 .
29 + J2z3 + 5721 = 0, et de facon pareille, on obtient aussi =7

21 — %3

21 — 22

Ainsi 1, dou |z; — 22 |=| 23 — 22|, mais aussi

= |j| =
<3 — 22
|21 — 2o |=| 21 — 23], donc le triangle (Z1, Zo, Z3) est équilatéral.

3) Supposons uv = 1, alors 2@+ =1 d'ot 2(a + 3) = 0 [27] et donc
a+ =0 [r], cest adire « + 3 = km, ce qui est impossible puisque
a, # sont dans |0, [, donc uv # 1 et de méme on montre que vw et wu
sont différents de 1.

D’autre part, on sait que la somme des angle d’un triangle vaut 7, d’ou

= = = — . T
3(a+54+7) = (AB,AC)+(BC,BA)+(CA,CB) = n,dou a+[+y = 3
et par suite uwow = 2@+ = 25 = 4

622'04(1 . e?iﬁ)
1 — e2iag2iB

) -

62ia(1 _ 622',6)

1 — e2i(a+B)
¥ (—2isin Be’P)
- —2isin(a + B)eil@ts)

_sinfg
~ sin(a + 3) ‘



B 1 — 62ia
1= e2i(a+f)

1—u

De méme
1 —wv

B —2i sin ae™
- —2isin(a + B)ei@td)

sin «v i
= — €

sin(a + )
On a:

(1 —wv)(1 —vw)(1 —wu)p

5)
= (1 —wv)(1 —wu)((1—=v)b+v(l —w)c)

(1 —w)(1 —ovw)(l—wu)jqg = (1—uv)(l—ovw)j((1—w)e+ w(l—u)d
(1 —wuv)(1 —ovw)(1l —wu)j?>r = (1 —ovw)(l—wu)j?((1—u)a+u(l—w)

En sommant ces 3 égalités, le coéfficient de a dans E sera :

(1 —uv)(1 —vw)jw(l —u) + (1 —vw)(1 — wu)j*(1 — u)

(1 —ovw)(1 —w)j[(1—uv)w+ (1 —vw)j]

(1 —vw)(I —u)j[(w—j+j—vwj)]

(1 = ow)(1 —u)jw(l — vj)

= —J
u

( car uvw = j)

u(l—ovw)(1 —u)(l —vj)
ju? —1)

. 0 .
® = 2isin (5) e’%, vérifier enfin que

(u? = 1)

En utilisant la formule 1 — e

u(l —vw)(1 —u)(1 —vj)
j(u? —1)
De méme on raisonn e pour le coéfficient de b, puis celui de c.

= 1.

Partie 2 : point fixe de R, o R,.
1) Ru(z) —a = ez
2.
Ry(z) —b= eQiﬁ(
R.(z) —c=e*(z —

—a), donc R, est la rotation de centre a et d’angle

—b), donc Ry, est la rotation de centre b et d’angle 2.

a), donc R, est la rotation de centre ¢ et d’angle 2+.

z point fixe de R,o0 R, < R,o0 Ry(z) =
& Ry(Ry(2)) =2
S u(Rp(z) —a)+a==z
< ulv(z —b) +b—d
S uvz —uvb4+ub—ua+a =z
& (1—uwa+u(l —v)b=2z(1—uv)

+a=2z

(1 —u)a+u(l—2v)b

Donc R, o R, a un unique point fixe r = a ) , et qui
— uw
vérifie donc I'équation : (1 — u)a + u(1l — v)b = r(1 — uv)
) 3) En soustrayant (1 — uv)a de chaque coté de la relation précédente,
on obtient : u(1 —v)b— (1 — v)ua = (r — a)(1 — uv), donc
b
) r—a u(l—v) wu(l-0o) sinf .,
— = = — e'*, donc
b—a 1 —wuv 1 —wuv sin(a + f3)
= S r—a = =
(AB, A )zarg(b )Ea [27] Pangle (AB, AR).
—a
o
4) De méme, on montre que : (BA, BR) = [27].
5)
Partie 3 : configuration principale de Morley.
1) a) Soit M(z) le point d’affixe 2 = R3(a), pour que M soit le symétrique

2) Soit z € C

de A par rapport a la droite (BC') il faut et il suffit que :

A—;M € (BC) et que AM,BC = B [27].
En effet : R.(a) = w(a —¢) +¢, R*a) = R.(w(a—c)+c) =

w?(a —¢) + c et enfin z = R3(a) = w3(a —¢) + c.



()—“2j _2b—a—z

b—c 2(b—c)
_2b—a—-w(a—c)—c

20— g(

Donc

1 N b—a—w'(a—c)
2 2(b—rc)
_l_i_ b—c—wia—c)+c—a
2 2(b— ¢
_1_,_1_ (1+w3)(c—a)
202 32(b —c
_ 1+1(1+w )(c—a)
2 (b—c)
b — atz
Et donc arg < 7 _(23 ) = arg(l+w?) —arg (=¢)  [n]
= arg (1 + ¢%) — (CA,CB) [n]
= arg (2 cos(37)e3) — 3y [7]
=3y -3y []
_ a+tz
Ainsi e R, d’ou M, B, C alignés.
D’autre part : AWC = arg - b) [7] .
z—a
= ar c—b [7]
~\ =) e—a)
=ar czb —arg(l —w?3) [r]
= arg (c—a) g
(C—B>, CTZL) — arg(1 — %) 7r
3y — arg (2isin(3y)e3) 7r

3

37—37—%

3

[

[
3y — arg (2sin(37)e®12)) FT

[

2
3 by
b) R, Ry, R. sont des rotations d’angles respectifs 2c, 23,2y, donc

R3 R}, R? seront des rotations d’angles respectifs 6c, 63, 6, et donc

R3 o R} o R? sera une rotation d’angle

]
]
]
]
]
]

2)

3)

—_—
—

6o+ 68 + 6y = 2 ((AB,A_dH
C’est donc l'identité.
Ona R3(z) =u’(z—a)+a, R}(z) = v3(z —b) + b, R3(2)
Donc R3o R}o R3(z) = R3o R}(w*(z—c)+c)
= B ((0(z ) o)
= u((VP(w?(z =) +c=b)) —a) +
= 33wz + (1 —u)a+ud(1 — v )b+u31)3(1 -
=z+ (1 —u?)a+ud(1 —v¥)b+ udv3(1 — wd)e
Or REo R} o R3(2) = z, dott (1 —u?)a+u?(1 —v)b+udv? (1 —w3)e = 0.
On sait que uvw = j, donc
E = Ef( —1la+— (v —1)b+ j(w —1)e
—u202w3(u3 1)a+ (v - 1)b+uv (w® —1)c
v,
=1 —-v?)a+ud(1 -0+ udv3(1 —wd)e
On multiplie par —u?v, d’out :
—u?vE = (1 —u®)a+uv*(1 —v*)b+ uv?v3(1 —w?)c =0, et donc £ =0 or
E=(1—uw)(l—vw)(l—wu)(p+iq+j*r) et uv,vw, wu sont différents
de 1, donc p + jq + j*r = 0.
Et alors p—q = —q(j +1) — j%r = (¢ —7r) car 1 + j + 52 = 0, d’on
lp — q| = |¢ — r| et de méme on montre que |p —q| = |p —r|.
Dot le triangle (P, @, R) est équilatéral.

—

(ﬁ,?)ﬂcﬁ,c_gﬁ) -

=wi(z—c)+e



Probleme 2. Sous-groupes de (R, +).

Partie 1. Résultats préliminaires.

Noter d’abord que si (x,y) € H? alors —y = 0 —y € H et donc
r+y=cx—-yeH

Soit x € H et q € Z.

1)

2)

3)

4)

q fois

SigeNalorsqr=2+4+2x...+x € H.

|q| fois
SigeZ_alorsqv=—x—x...—x € H.

HNRY #0 <=3z >0tel quex € H

< d—x<0telque —x € H
< HNR* #0

Ona HNR # 0, donc HNR? # 0 ou bien HNR* # (), mais dans tous les
cas ¢a implique que : H NRY # 0, ainsi H NRY est une partie de R non
vide, minorée par 0, donc admet une borne inférieure a = inf(H NRY).

Ve > 0,

dr e HNRY telque a <z <a+e.

Partie 1 : On suppose dans toute cette partie que : a # 0.

1)

2) a€ H=Vqe€Z,

3)

a)

b)

a)

b)

Comme a ¢ H et x € H, la propriété caractéristique de la
borne inférieure pour la partie H N RY devient Ve > 0, dz €
HNRY tel quea <z <a+e.

On applique une autre fois la propriété caractéristique de la borne
inférieure pour la partie H N RY, avec ¢ = =z —a > 0, alors
Jye HNRY telquea<y<a+z—a=ux.

De ce qui précede on conclut que 0 <z —y < e = a = inf(H NRY),
orzx—y€H,donzxr—ye HNRY, ce qui est impossible,

dota € H.

qo € H = aZ C H.

r=x—aq € H car x € H et aq € H, d’autre part :

2-1 < q = E(%) < Z doux—a < qga < z et donc
0<r=z-gqa<a.

Sir #0,alorsr >0etre€ H,doncre HNRY,

or r < a = inf(H NRY), ce qui est absurde, d’ott 7 = 0 et par suite
xr = qa € al.

c)

Partie 3. On suppose dans toute cette partie que :

D’aprés 3.b) H C aZ et d’aprés 2) aZ C H, d’ou égalité.

a=0.

1) Utiliser la propriete caracteristique de la borne inferieure pour H N R?,
avec ¢ =y —x et a = inf(H NRY) = 0.

a)
b)

c)

d)

Montrer que : 3b € H tel que 0 < b <y — .

%—1<E<%)<%:>y—b<E<%>b<y:>x<E<%>b<y,
car x <y — b.

Une partie A est dense dans R si et seulement si
V(z,y) eR?, Jae€ Atel que z <a <y.

H est dense dans R..

2) Les sous groupes de (R, +) sont soit denses dans R, soit de la forme aZ
avec a € RT.

3) Application :

a)

0=0+02r € Hetsi (v =a+b2m,y = c+ d2r) € H?, alors

r—y=a—c+2m(b—d) € H, donc H est un sous groupe de

(R, +), supposons qu'il est de la forme aZ, on a (1,27) € H? donc

A(p,q) € Z* tel que 1 = aq et 27 = ap, d’olt 2w = P € Q, absurde
q

et donc H est forcément dense dans R.

Soit z,y € [-1,1Jtelquex < y et soit (a,8) €
[—1,1] tel que cosa = x,cos 3 =y.

H dense dans R donc dans [, 27], et donc 3(a, b) € Z* tel que a <
a + 2br < [3, or cos est croissante sur [—1,1], d'ou cosa <
cos(a + 2bw) < cos 3, c’est a dire z < cosa < y. Si a € N c’est fini,
sinon alors —a € N et cos(—a) = cosa, donc la suite (cos(n)),, oy est

dense dans [—1,1].

Fin et la prochaine




