
Répartition des puissances d’un complexe de module 1

On note U  l’ensemble des nombres complexes de module 1.
On note Un  l’ensemble des racines n ème de l’unité (pour n ∈N *).

On note d z z z z( , )′ = ′ −  la distance entre deux complexes z  et ′z .

Pour z ∈ C * , on note :
+ arg( )z  l’argument du complexe z   défini à 2π  près.

+ Arg z( )  l’unique argument de z  qui appartient à [ , [0 2π  (appelé argument principal de z ).

On se donne θ π∈ [ , [0 2  , et on considère l’ensemble V z nn= ∈/ Zk p  avec z en

in= θ .

L’objectif de ce problème est l’étude de cet ensemble V .

1. Soit α β, ∈ R . Déterminer d e ei i( , )α β .

On exprimera la solution sans radicaux et en fonction de 
β α−

2
.

2. On suppose θ π ∈ Q  et on forme A n zn= ∈ =N * / 1k p .

2.a Montrer que A  possède un plus petit élément. Notons m  celui-ci.

2.b Etablir que les z z
m0 1

,...,
−

 sont deux à deux distincts.

2.c Montrer que V Um= .

Dans toute la suite du problème, on suppose θ π ∉ Q .

3. Montrer que les zn  sont deux à deux distincts.

4. Soit Z U∈  et ε > 0 .
On désire établir l’existence d’un m ∈ Z  tel que d z Zm( , )≤ ε .

On se donne n ∈ { }N \ ,0 1  de sorte que 
2π

ε
n
≤ .

On introduit, pour tout k n A z U k
n
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∈ −{ } = ∈ ≤ < +RST
UVW0 1 1

2
1
2

, ,..., , / ( ) ( )
π π

.

4.a Etablir que la famille ( )A
k k n0 1≤ ≤ −

 forme une partition de U .

4.b Montrer que parmi les z zn0
,...,  deux éléments au moins se trouvent dans un même A

k
.

On note p  et q  leurs indices respectifs et on pose ϕ = Arg z p( )  et ψ = Arg zq( ) .

Quitte à échanger p  et q  on peut supposer ϕ ψ<  et on a par construction ψ ϕ π− ∈ 2] , ]0 n .

4.c Etablir Arg zq p( )− = −ψ ϕ .

4.d On note α = Arg Z( )  et on considère k  le plus grand entier tel que k( )ψ ϕ α− ≤ .

Montrer que d Z z
k q p

( , ) sin
( )−

≤
−

2
2

ψ ϕ
.

4.e Etablir ∀ ≥ ≤x x x0, sin( ) , et conclure.

Rq : Le résultat établi dans la question 4 pourrait s’interpréter : V  est dense dans U ...


