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CORRIGE

PROBLEME I

PARTIE 1
1) a) D’abord on montre par une récurrence simple que u, >
0,6, > 0, Vn € N. Vn > ,ona:bn—an:

An—1 + bn—l - 2 V an—lbn—l . (\/ Ap—1 — \/ n 1
5 =
b) Vn>1,ona: a4 —a, =Va,b, — \/oTn( —/a,) >0, et

n_bn
bn-i—l_bn_ai

decroissante, donc sont monotones.

<0, donc (an)nzl est croissante et (b,),>1

c) On aay < a, < b, < by, ainsi (a,),>1 est croissante ma-
jorée par bpet (b,),>1 decroissante minorée par a;, donc

convergent, soit L, et Ly leurs limites communes, de la re-

n+ by s Li+ L
On + , on en déduit que L; = 1+ Lo

lation b, = , donc

Ly = L.

2) a) L(a,a) est la limite commune de a, et b, quand oy = by = a,
dans ce cas il est facile de montrer par une récurrence
simple que a,, = a, Vn >0, donc L(a,a) = lim a, = a.

b)

L(b,a) est la limite commune de a, et b, quand ag = b, by = b,
dans ce cas les roles de a, et b, sont échangé, mais comme
leur limite est commune, alors L(b,a) = L(a,b).

L(Aa, \b) est la limite commune de a, et b, quand ay =
Aa, by = Ab, dans ce cas chaque terme des deux suites est
multiplié par A\, donc L(\a, A\b) = AL(a,b).

Comme a¢ < b, on montre par récurrence simple que

Ap—1 — \/nl

Yn > 0, a, < b,, ainsi : b, — a, =
(an—l - bn—1>2

1
2(\/n_1 + \/bn_1)? @
vV dn—-1 +

N

(an—l - bn—l)a ou ¢y =

S ]an_l,bn_l[ car a,_—1 < bn—l-

2
1 1 1
< poy < Cpel < b1 <b = — < < —, d’ou l
“ tn-1 =1 ! 8b 8¢p_1 8a’ on ‘e

résultat.
e=2"
Méthode a suivre : Faire les calculs sur les premiers termes,

remarquer la formule qui se répete, généraliser, puis la mon-
trer par récurrence, en traitant séparément les deux cas,
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a < b puis a > b.

D’autre part soit v > Vab, h(u) = v <= u® — 2vu + ab =

4 D s 1 . s eodent ) < 1 10-6 0,0 = v? — ab donc I’équation h(u) = v admet deux solutions
) apres la question plrece ente on a : 3—a3_ﬁ<§. ) hl_l(v):ulzv—\/m,hz_l(v):uz:v+\/m
mais aussi by —ay < o1 < 16.107". d) La premiere relation est un simple calcul, la deuxiéme s’ob-
La convergence est trés rapide a voir comment la différence tient & 'aide du changement de variable v = h(u) sur les
a, — b, diminiue. intervalles [a,Vab] et [Vab, b].
En effet : sur [a,Vab,u = v — Vo2 —ab = du = 1 —
PARTIE II Vg - Vo Vvioab, o u v,
. v? —ab v?2 —ab b? — u?)(u? — a?
1) a) A laide du changment de variable, u = T_ t, on montre 4 EL( b )
9 _ — —
que F(a,b) = F(b, a). d’autre part v = o = v = 5 U =
F(a,b Vab d
F(aa, ) = 1100 Vab — v = ab, donc u _
) o V- - a?)
b) xgy:>c082t+x2sin2t§cos2t+yzsin2t, Vit e [0,%} — 1 atd dv 1 \/—a+b : )
! L vVt € [O E} — f(y) = B — = §F( ab, —5 ), d’aprés
cos?t + y2sin? ¢t cos? t 4+ r2sint’ T2 Vab \/(U2 —ab)((*57)? —v?)
2 1 2 1 . b du 1 a+b
/0 cos? t + y? sin2tdt < Jl@) = /0 cos?t + x? sin2tdt’ donc (I,2,a), de méme /ﬁ V(O —u2)(u? — a?) - iF(\/%’ 2 )
est decroissante. d’oi1 le résultat. ¢
©) ]E;l(i:;ctorlsant par a dans F(a,b) on trouve que F(a,b) = 3) a) Par récurrence en utilisant le résultat de la question 11,2,d.
2 a) e AT TS — d (b? — a2) costsint dt b) En tendant n vers +00, avec la notation L = L(a,b), on aura
a) u = Va®cos sin u = = 3
Va2 cos?t + b?sin’t F(a,b):F(L,L):/2@:l,
V(02 — u?)(u?2 — a?) dt du o L 2L
dt, donc = T s T
Va?cos?t + b?sin’t Va2cos?t + 2sin?t /(b2 — u?)(u? ;- a?) c) On a ay < L(a,b) < by, donc — < = Fla,b) < —,
de plus t =0 = u=a,t = § = u = b, d’ou le résultat. 1 2b4 2L(a, b)l 2a4
b) Simple &tude de fonctions. d’autre part 2 <ay < by <1, donc ashy > 1 et 0 <by—as <
1 b B T T T
c) W(u)= 5(1—%) = 0 <= u = Vab, donc h est strictement mo- 16.107"*, de plus 7 < 3,15, donc 2—a4 - 2—b4 = m(ZM —aq) <
notone sur les intervalles [a,v/ab] et [v/ab,b] donc ses restric- 3,15 x 32 x 10715 < 107!, donc " est une valeur approchée
tions la dedans h; et h, admettent des fonctions réciproques. T s 4 T
, N J— , , ’
Notons que h(\/@) — ab = min h. de 2L(a.0) par défaut a 107° prés, alors %, I’est par excés.
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