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Corrigé DS 2 (08-09): Complexes et Dev. Limités
Equations différentielles
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‘Exercice 1 .

1) Soit (E) y"(t) —3y'(t) +2y(t) = etsint + te2t
L’équation caractéristique est (x) 12— 37+ 2 = 0, dont les solutions sont r; = 1
et 7 =2 (A =1#0). Ainsi yy(z) = Aex + Be2x.
Soit yo une solution particuliere de (F), on prend yy = y1 + y2 ou y; solution
particuliére de (E1) y”(t) — 3y'(t) + 2y(t) = etsint et y, solution particuliere de
(E2) y"(t) — 3y'(t) + 2y(t) = te2t (principe de superposition).
On prend y; = Im(z1) ol Z; solution particuliere de (E5) " (t) — 3y'(t) + 2y(t) =
eteit = ¢(1 4+ i)t, comme 1+ i n’est pas solution de (x), on prend zy = ae(1 +1)t.
1 -1+
1+i 2
y1 =Im(z1) = —fetlm ((—1 + i)eit) = —3etIm ((—1 +i)(cost + isint)) = 3 (sint — cost)

2) Les calculs en Maple donnent

La valeur a € C en injectant dans (E3), on trouve a = — et enfin

> sin(x-sin(x)) :=series(sin(x-sin(x)), x=0);
1 1

sin(x — sin(x)) = g x3 — 150 25 + O(z%)

> sqrt(1+x73):=series(sqrt(1+x~3)-x,x=0);
1
V1423 = 1—x+§x3+0(z6)

Donc lim sin(x — sinx)

ST SRY) o,
0 V1+a3-1
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Exercice 2 .
1) a) Siaz =027, alors coskx =1, donc 4, =1+ 2n
b) Sinon A,=1+2 Zcos kr = 14 2Re (Z Eik’l‘>
k=1 k=1
|
= 14 2Re amm> (somme géometriqye)
1—ewx
sin Lo
= 1+2Re gz'”;lx_i) (1 —eif = —2isin §eif)
sin £ 1
2
_ sing +2cos dlysin Za
B sin £
= sin((n+1,2),) 2cosasinb = sin(a + §) — sin(a — b)

1)

2) Faire la méme discussion qu’auparavant, on ne traitera ici que le cas non évident.

n—1 n—1 n—1 .
1 1—
B, = k§:0 Ay = Im (§ ek + 2)ix,> —Im (s;ix ) 6ikx> —Im (S%ixl_i;;r> .

k=0 k=0
., Sin fF sin? o
= Im EiyT——r = —
sin § sin §
n n . n . k
cos kx eikx gix
3) C,= ~ = Re g - = Re g
(cosx) cosk z cos T
k=0 = k=0

iz n+1_
1-— )
Re (cosx) _ Re (cosz)nT! —'ez'(’”“l)x _ S'in(n + 1)z
(cosz)™(—isinx) sin z(cos )™

‘Exercice 3 .
Remarque : 1 est toujours une solution, on effectura donc une division euclidienne
par z — 1 pour trouver les autres solutions.

2

1) la division euclidienne de 2z% — z — 1 donne z + ; et celle de 3z® — 22 — 2 — 1 donne

“1+iV2  —1-iV2
3 et 3 .

2) Soit z une solution de (E,) tel que |z| < 1, donc p < [pzP| = |1+ 2+ -+ 2P} <
1+ |z| +---+ |27~ < p (absurde)

322 4+ 2z + 1 dont les racines sont

p—1 .
1 — eipd
3) a) Soit z = ¢if # 1 une solution de (E,) donc peipfd = Z(Ezﬂ)k L
P 1 —eif
sin ﬁ i(p+1)0 sin isd
siti—2, dotte 2 = —2.
sin 3 psin 3
i(p+1)6 i 1)0
b) D’aprés ce qui préceéde on a e 2 € R, donc w = km, d’ou Py —
0 - PR ¢ [ 1. )
-3 + km, donc sin &> = £sing, doie 2 = :i:]; (impossible)
Probléme Corrigé par Pr Malki.
les intervalles d’études : | — o0, 0[ et ]0, +oo].
(B) <= £(1+2%)y) =1L <= MeR (1+2)y=lnz+ ) < INeR,y="225,

2)

3)

Donc les solutions de (F) sur R sont les fonctions z — hl‘f;'z)‘, AeR.

In a+X
1+a?

a) Pour a > 0, ’équation
(1+ a?)B — Ina.

= [ d’inconnue A a une solution et une seule :

A =

Page 2 /


mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://www.chez.com/myismail

Mamouni, CPGE Rabat DS 2 (08-09) mamouni.myismail@gmail. com
MPSI-Maths Corrigé www.chez.com/ myismail

4)

b)

d)

b)

(1pt) La fonction f, est de classe C* sur R’ comme produit de fonction C* sur l.

La fonction f) vérifiant ’équation différentielle (F), on a :

Ve € RY(1+ %) f(x) + 20 fa(2) =

Donc pour z > 0, f{(z) est du signe de %—Qxfx(x) = %

est positif. D’ol f}(z) est du signe de gy(z) =1+ 2% — 22%(Inz + \).

et le dénominateur

La fonction g, est de classe C*° sur R’ comme produit de fonction C* sur R’ .

On a : V € R ¢g\(z) = —4z(lnz + \) La fonction g, étant strictement croissante sur
10,e=*] avec lim0 ga(x) =1, I’équation g)(z) = 0 n’a pas de solution dans cet intervalle.
xr—

La restriction de gy & [e™*, +00[ étant continue et strictement décroissante de [e™*, +-o0|
dans ]—o00,1 + e~?)] qui contient 0 admet une seule solution sur cet intervalle, donc
sur R tout entier.

Les deux questions précédentes donnent le signe de f{ sur On a : lim+ falx) = —00j

r—0

x

Mlx) g 2 xin-ll—oof)\(x) =03 fa(my) = 2,1&-

s —In —in : 1
Soit A >0 ga(3) = 1+ & — 22582 etg,\(\%)zl—kﬁ—%Ainioog,\(x)=1>0et

1
lim g¢gx(—=)=—-1<0d’ou

A—Fo00 VX
1
<my < —=
VA
L’inégalité précédente donne Ilim my = 0 On applique le In a I’inégalité —In )\ <

A—— 400

> =

In(my) < —31In A, on a ainsi In(m,) — 0 au vois. de +oo or gx(my) = 0 donc In(my)+ A =

1 1 I
+ 5 d’ou
2m§ 2

=1).

Q [~

1., ~ 1., ~ 1
/\+~C>o W,etalorsm,\ % m,carm,\>0. (N.B f ag<:>h(?1

>k ok ok ok ok ok ok koo sk kok ok

Fin

Bonne chance
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