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Lundi 22 Septembre 2008

Durée : 1 heure

Corrigé du probleme.
1) a) Reflexivité : Vf € A, ona fRf (prendre h = idg).
Symétrie : fRg <= Jhe€Btelqueg="hofoh™!
< JkeBtelque f=kogok™ (prendre k=h"")
<~ gRf
Transitivité : fRg, gRw <= 3Jh,k € Btelque g=ho foh ™l w=kogok™!
= IreBtelquew=rofort (prendrer =koh)
— fRw
b) i f€idg <= IhcBtelque f=hoidgoh ™ = f = idg, d'olt idg = {idg}.
ii. De facon pareille on montre que # = {#} ou @ désigne I'application nulle.
c) i Non bien stR, tout ce qu'on peut affirmer c’est que f = ho foh™?
foh=hof.
ii. heCr<=heB,f=hofoht<=hteB f=h"lofoh<= h'e(.
hy, hs ECf < hi,ho € B, f = hlofohfl,f = h20f0h51 —> hooh; €
B,f=hyohiofohi'ohy' =hyohyofo(hyoh)) ™ = hyohy € Cy.

d) 1. Supposons que f est injective, comme f et g sont conjuguées alors 3h € B, g =
ho foh™!, donc g est injective en tant que composée d’applications injectives.
La reciproque est pareille puisque f et g jouent des roles symétriques.

ii. Pareil que la question précédente.

Page 1 / 2



Mamouni Corrigé du Controle mamouni.myismail@gmail. com
MPSI-Maths Théorie des ensembles www. chez.com/myismail

e) i f ~g<= Jdh e Bg="hofoh'!= g"=(hofoh)" =
hofohtohofohto---hofohl=hofloh™ = fr~g"
ii. fr~ge=3dheB,g=hofoh = g !=(hofoh™ ) ' =hofloh™! =
fhegh

f) i f~g fla)=a<=3IheB,g=hofoh ' = fla)=a,goh=hof=

g(h(a)) = h(f(a)) = h(a) = h(a) est un point fixe de a. Ainsi I'application
h induit une bijection de 1’ensemble des points fixes de f vers ceux de g (a
rédiger, c’est simple).

ii. L’application f n’admet aucun point fixe, alors g en admet un a = 0, donc
ne sont pas équivalentes.

iii. L’application f n’admet aucun point fixe, alors g en admet un a = —1, donc
ne sont pas équivalentes.

2) a) h([-1,1]) = hocos(R) = hocosoh ' (R) = sin(R) = [-1, 1].

b) cos n’est pas injective sur [—1, 1] (cos(—1) = cos(1)), alors que sin est injective
sur [—1,1], puisque [—1,1] C [-5, %], donc h™" o sinoh est injective en tant que
composée d’applicatlons injectives .

c) On a montré que cos n’est pas injective, alors que h~' o sin oh = cos est injective,
c’est absurde puisque cos = h~! o sin oh.

3) a) ef—eF=u<=eF—1=u’ < X?—uX—1=0o0uX = ¢* dont les

u—vu?+4 u+Vu?+4

solutions sont X; = e* = i — < 0,Xy = €2 = B S— > 0.
u+ \/ u? +
Donc zo =In —— est I'unique solution réelle de I’équation e* — e™* = u,
u—vVu2+4
alors que e*' = — 5 < 0 n’admet pas de solution dans R posons
, u—vur+4 , . : ; ; .
21 =x1 + 1y et r = - > 0, I’équation devient e* e = re'™, d’ou
u—+Vu?+4 .
T =TS et y1 = [2n), ie, y1 = (2k+ 1)m, k € Z donc une
infinité de solutions complexes.
b) Ona sinh: R — R , d’aprés ce qui précede 1’équation sinhz = u
et —e™”
r — @ —
2

équivalente a e* — e™ = 2u admet une unique solution dans R, qui est x =

In(u + vu? 4 2), ainsi I'application réciproque de sinh, est définie par la relation
simh™: R — R
x +— In(2x + Va2 + )

c¢) gosinh(x) = 2sinhzy/1 + sinh?(z) = 2sinh x/cosh?(z) ol cosh(x < +26 0,

donc g o sinh(z) = 2sinh(x) cosh(z) = sinh(2z), d’ou sinh ™' og o smh( ) =2z =
f(x), ainsi f et g sont conjugués.

Fin.
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