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Blague du jour :

Si on demande & un physicien théoricien d’étudier Ia stabilité d’une chaise, il s’y prend

comime suit :

- Il met 10 minutes pour résoudre le cas d’une chaise a4 un pied,

- ensuite 1 heure pour réso
et

d’u :
enfin 10 ans pour résoudre le cas d’une chaise & un nombre fini de ds.

Mathémeticien du jour Catalan
Fugéne Charles Catalan (1814-1894) est un mathématicien franco-
belge, spécialiste de la théorie des nombres. Polytechnicien, de méme
promotion que Liouville (X1833). puis enseignant & I’école polytech-
nique, mais pas longtemps a cause de ses idées jugées trop a gauche
a I'époque.

En 1844, il conjectura le résultat suivant : les seules puissances
consécutifs successives dans I sont 8 et 9. Ce résultat fiit démontré
en 2002 par Preda Mihailescu. Des nombres et une constante portent
son nom.

PROBLEME. source : www.mathprepa.com

Nombres de Catalan

N

7\
On rappelle que 81 0 < p < n, le symbole (:} désigne le nombre de parties a p éléments dans un

S
ensemble a n éléments. Par convention on pose ( \ =0sip<Ooup>n.

v/
, o (2n)! o . r Ve
Pour tout n de N, (), = ] est appelé nombre de Catalan d’indice n.
/P.

I. Généralités sur les nombres de Catalan

e
1. (a) Montrer que pour entier naturel n, on a U'égalité (), 44

i

Donner les valeurs de C,, pour 0 < n <
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2. Prouver les relations suivantes :

: L /2n 1/ 2n° /2n\ [ 2n°
’((3\ (/",,‘, T e ) e ‘ ) ez { ! } o { i )
n+ly\n/ ni\n+l, \n /) \n+l

.
)

4

c 2 ’szml‘) 2 [2n-—1 (27;——1 (271i>
i e T RS s e . == s . .
n-+1 ( no n—1\ n+1 . " el

y , : y
Montrer que les €, sont dans N, que la suite ((,
{ g 3
n = 1. et en déduire lim C,, = +ox.

Ty = XD

3. Dans cette question, on trouve 'ordre de grandeur de C,, quand n tend vers o0,

(a) Montrer que pour tout £ > 1. on a:
An=1 Am=1
(b) En déduire — L0, £3—=pourn> 1

IRV A/

II. Un premier probléeme de dénombrement

On va étudier un probleme de dénombrement ot interviennent les nombres de Catalan.

On considere des chemins joignant des points de N x N, et formés de

&

Pt

) est strictement erolssante a partiv de

déplacements successifs. ) R
» L L o (5.5) 6.5)
Les seuls déplacements autorisés & partiv d'un point (n,m) sont :
— Le passage de (n,m) a (n+ 1,m} (vers la droite.) > ‘
— Le passage de (n.m) a (n,m+ 1) (vers le haut.) y N
y , N o N2 A o o o Y T8 ] : £ 12 -
Ou note A = {(n,m) € N°, 0 <m < n} l'ensemble des points de N F L
qui sont “sous” ou “sur’ la diagonale y = w. - o s e
Voici par exemple un chemin de A, qui va de (0,0) a (6,5). " PSR -

0,0)

(6.0

Remarque : pour tous entiers naturels a et b, et movennant une translation de vecteur (a, b}, il est

\

J

évident qu'il v a autant de chemins d'origine (0,0) et dextrémité (n,m) qu’il y a de chemins d’origine

(a,b) et dextrémité (a +n.b-+m).

Pour tout (n.m) de A, on note d,, le nombre de chemins d’origine (0,0), d’extrémité (n,m)

v 5 A/ - o N , W o am Fa Alaseesead o
sont inclus dans A (donc qui ne “traversent” pas la diagonale.)

On note &,

= §,. Cest-3-dire le nombre de chemins de A qui vont de (0,0) a (n,n).
Indiquer rapidement la valeur des cocflicients 4, g, pour tout n de N.

Justifier 3, = dnn-1 Bin > 1) et dnm = In-1.m +0nm-1 (S 1 <m < n.)

En déduire la valeur des 6,1 (pour n > 1) et des 4,2 {(pour n > 2.}
Former le tableau triangulaire des d,,,, pour 0 <m <n <T.
B

Que remarque-t-on pour les valeurs diagonales 0, avec 0 <n < 77

A

Montrer que pour tout couple (n.m) de A, on a by = —————

et qui

mdication : Procéder par récurrence sur Uentier n: pour chaque valeur de n on sera amené

& vérifier 'égalité précédente pour m = 1, m = 2, etc., m = n.

En déduire que le nombre de Catalan C), est égal au nombre o, de chemins de A qui ont

le point (0,0) pour origine et le point (n.n) pour extrémiteé.
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3. On se propose de retrouver le résultat de {I1.2b) de facon purement combinatoire.
b
{(a) Soient m et n deux entiers naturels.

. A 1+
Montrer que le nombre de chemins de A(a.b) a B(a+n,b+m) est ( )
m

%

(b) Un chemin P de (0,0) & (n,n) est dit ercessif s’ franchit y = .

P " s / w on f : & :"21'1
Soit &, le nombre de chemins excessifs de (0,0) a (n,n). Prouver o,, = ( ) — &
: . 71

{c} Soit P un chemin exce

Soit A(k,k + 1) le premier point de P situé strictement au-dessus de la diagonale.
Au chemin P on associe alors le chemin P’ défini de la maniére suivante : _
On conserve les 2k -+ 1 premiers mouvewents, qui ameénent de (0,0) a A(k, k+1).
On inverse chacun des mouvements suivants de 7’ (tout déplacement vers le haut est
transformé en déplacement a droite, et vice-versa.)
Montrer que le chemin P’ meéne du point (0,0) au point (n — 1,7+ 1)
(d) Montrer que la transformation P~ P’ evoquée ci-dessus réalise une bijection de I'ensemble
des (h@mm: excessifs qui vont de (0,0) & (n,n) vers 'ensemble de tous les chemins qui vont
de (0,0) a (n—1,n+1).

(e) En déduire que €', est bien le nombre des chemins de A qui vont de (0,0) & (n.n).

On va maintenant établiv une relation de récurrence vérifice par les C,.
Soit P un chemin de A, d'origine A(0,0) et d'extrémité B(n,n), avec n > 1.
Oun sait quil v a exactement C), facons de former P.
(a) On suppose que P ne rencontre la diagonale y = & qu’en Aet B.
Montrer que le nombre de facons différentes de former le chemin P est Cp—i.
(h) On suppose que P rencontre y = x en au moins un point autre que Aet B.
Soit & 'absci

Pour chaque valeur de &, montrer qu’il y a Cy 1 C—p. facons de former P.

sse minimum (comprise entre 1 et n — 1) de ces points d’intersection.

n
(¢) En déduire que pour tout n de N, on a Cppq = 3 CpCr—i
k=0

IT1. Interprétations combinatoires des nombres de Catalan

Les nombres de Catalan apparaissent dans de trés nombreux problemes d’énumération.
Dans cette partie, olt n est fixé, on se propose d’aborder certains de ces problémes.
Daus les questions suivantes, montrer que le nombre évoqué est toujours ceal a O,

On notera Sy, Ss. Sz ete. les ensembles énumérés aux questions 1., 2., 3. etc.

On notera également Sp Uensemble des chemins de A qui vont de (0,0) & (n, n).

2n
1. Le nombre de suites x1,Ta, ..., T2, de 2n éléments de {—1,1} telles que > xp =0 et Vm €
m ]
{1,...,2n}, Y @y > 0. Donner les solutions si n = 3.

9 Le nombre de suites croissantes y1 <2 <...<yn—1 de N avec y, <k pour tout k.
Donner les solutions quand n = 4.
3. Le nombre de suites strictement croissantes z; < z2 < ... < z,-1 de N avec z;, < 2k pour tout

k {indication : = 35, + k—1). Donner les solutions si n = 4.

4. Le nombre de suites dq,da . ... dy, de N telles que di+q < di + 1 pour tout k, et en supposant que

dy est dans {0,1} (indication : dj, = k — yi). Donner les solutions quand n = 4.
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3. On se propose de retrouver le résultat ic (11.:

N

de fagon purement combinatoire.
{a) Soient m et n deux entiers naturels.

, ‘ ‘n-+m’
Montrer que le nombre de chemins de A(a.b) a B(a+n,b+m) est ( )

T

()

(b) Un chemin P de (0,0) & (n,n) est dit excessif s7il franchit y = .

P & 5 y . x 5 & ;21’1.‘ 2
Soit &, le nombre de chemins excessifs de (0,0) a {n,n). Prouver 0, = { - &n
) \ 71

Soit P un chemin exce

o
]

sif de {0,0) a (n,n).

Soit A(k,k + 1) le premier point de P situé strictement au-dessus de la diagonale

Au chemin P on associe alors le chemin P’ défini de la maniere suivante : _
On conserve les 2k + 1 premiers mouvements, qui amenent de (0,0) a Ak, k+1).

\

On inverse chacun des mouvements suivants de P (tout déplacement vers le haut est
transformé en déplacement a droite, et vice-versa.)
Montrer que le chemin P’ meéne du point (0,0) au point (n — 1,n+ 1).
(d) Montrer que la transformation P — P’ evoquée ci-dessus réalise une bijection de lensemble
des (‘hemins excessifs qui vont de (0,0) & (n,n) vers 'ensemble de tous les chemins qui vont

de (0,0) & (n—1,n+1).

) En déduire que C,, est bien le nombre des chemins de A qui vont de (0,0) & (n.n).

4. On va maintenant ¢tablir une relation de réeurrence vérifice par les C),.
Soit P un chemin de A, d'origine A(0,0) et d'extrémité B(n,n), avec n > 1.
Oun sait qulil v a exactement C), facons de former P.
(a) On suppose que P ne rencontre la diagonale y = 2 qu'en A et B.
Montrer que le nombre de fagons différentes de former le chemin P est Ch1.
(b) On suppose que P rencontre y = x en au moins un point autre que Aet B.
Soit k I'abscisse minimum (comprise entre 1 et n — 1) de ces points d'intersection.

Pour chaque valeur de k, montrer qu’il y a Cy1 Cp—p fagons de formor P.

(¢) En déduire que pour tout n de N, on a Cppq = ‘1 C;L(Z,,,,

IT1. Interprétations combinatoires des nombres de Catalan

Les nombres de Catalan apparaissent dans de trés nombreux problemes d’énumération.
Dans cette partie, ol n est fixé, on se propose d’aborder certains de ces problémes.
Daus les questions suivantes, montrer que le nombre évoque est tonjours égal a C,.

On notera 31, S5, S5 ete. les ensembles énumérés aux questions 1., 2., 3. ete.

On notera également Sy I'ensemble des chemins de A qui vont de (0,0) a (n,n).

2n
1. Le nomibre de suites 1.Ts,.... 29, de 2n éléments de {—1,1} telles que ) zp =0 et Vin €
=

> (. Donner les solutions si n = 3.

2. Le nombre de suites croissantes y1 <y2 <...<yYp-1 de N avec yi < k pour tout k.

Donner les solutions quand n = 4.

3. Le nombre de suites strictement croissantes z; < :

o

o < ... < zp-1 de N avec 2z, < 2k pour tout
k (indication : z, = yu + k—1). Donner les solutions si n = 4.
4. Le nombre de suites dq,da . ... dy, de N telles que dj+q < di + 1 pour tout k, et en supposant que

dy est dans {0,1} (indication : dj, = k — yr). Donner les solutions quand n = 4.
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5. Le nombre de facons d écrire n paires de parentheéses pour que chaque parentheése fermante

corresponde a une parenthese ouvrante. Par exemple, si n = 3, il y a cing possiblités : ({()))
(OO0, (O O)) e OO0

6. Le nombre de “chaines de montagnes” formées de n “montées” / et de n “descentes”

La chaine ne doit jamais descendre & une altitude

VAN
inférieure a celle du point initial. /\//\/\/‘ \\

On voit ici un exemple de chaine avec n = 6.

Dans cette question, on considére des “arbres binaires enracinés”

A la base de 'arbre se trouve un noeud “racine”

! )
Chagque nocud, sl n'est pas une fenille, possede f ?
un rameau gauche et un rameau droit. \ ? ;’ ’; /
On voit ici les arbres binaires enracinés a 4 feuilles. 7 Z Z. 7 Z

On demande de prouver que le nombre d’arbres binaires enracinés & n + 1 feuilles est .
Indication : raisonner par récurrence forte et utiliser la question (I1.4¢)
8. Soit E un ensemble muni d'un “produit” (celui de a par b est noté ab) non associatif.

Une expression comme abc est done dépourvue de sens tant qu’on ne choisit pas entre (abjc et

a(be) : on dira que les deux expressions précédentes sont les parenthésages de abe.

Ainsi les parenthésag

de abed sont : ((ab)e)d, (ab)(cd), (a(be))d, a((be)d), et a(bled)).

On demande de montrer que le nombre de parenthésages de ajas - - a,1 est Ch.

9. Douze convives sont assis autour d’une table.
De combien de manieres ces douze personnes peuvent-
elles échanger simultanément six poignées de mains
sans que deux poignées différentes se croisent au-
dessus de la table?

On voit ici I'une des - - - solutions au problemne.

Un peu d’histoire :

La suite de Catalan fut décrite pour la premieére fois par Leonhard Euler, qui s’était intéressé
au nombre de différentes facons de partager un polygone en triangles. La premiére publica-
tion sur ces nombres est due & Segner et la suite porte alors le nom de Nombre de Segner

Eugene Charles Catalan fit le lien avec le nombre d’expressions « parenthésées » et le nom
de Catalan wﬁn‘nn]f\r‘q celui de Sgbnel_ T.’astuce de con nptage des mots de nvr‘lz fut trouvdée
par Désiré And1e en 1887. Un mot de Dyck est un mot formé de n lettres X et de n lettres
Y, tel qu’aucun abrégement du mot a la finale (obtenu en supprimant les derni¢res lettres
a partir d’un rang quelconque) ne contienne plus de Y que de X.

(', est également le nombre de partitions non croisées de I"'ensemble {1,...,n}.

Probléeme des votes :

Lors d’une élection, il y a 2 candidats A4 et B , 2n bulletins exprimés et exactement n votes
pour A et n votes pour B. Dans combien de cas le dépouillement fera apparaitre que A est
toujours en téte ou a égalité devant B 7

Fin
a la prochaine i
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