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Blague du jour :
Si on cierlancie à un physicien théoricien citétuciier ia stabiiité citune chaise-
comme suit :

- Il rnet 10 minutes pour résoudre le cas dtune chaise à un pied.
- ensuite t hetire poiii'i-ésoudre le cas dtuiie chaise à -.ine infinité de pieds,
- et enfin 10 ans pour résoudre le cas dtune chaise à un nombre fini de pieds.
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M sthémst;-cien du j ootr
Eugène charles catalan (1814-1894) est un rnathématicien franco-
belge, spécialiste de la théorie des nombres. Polytech'icien, de même
prorrrotion que Liouville (X1833), puis enseignant à l'école polvtech-
nique, mais pas longtemps à cause de ses idées jugées trop à gauche
à l'époque.
En 1844, il conjectura le résultat suivant : les seules puissances
consécutifs successives dans l'J sont 8 et g. ce résultat fût démontré
en 2002 par Preda Ntlihailescu. Des nombres et une constante portent
son nolfl.
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PROBLÉME. source : www,mathprepa.com

Ncmbres de Catalan

On ri.rppelle quc -si û { p { ri.. le oi.ottrut.t f")\P/
enseirrble à ri élénrenl.-c. Par torrr;ent,ion iln posa'

p'ur ionï rr <ie N. a,*: ,ltt',Jlr., e-qr appelé îr
rlr iil -* Ll.

r-iésigne

f"l .=o
\Pl
r>nbre de

le lonrbre de pzrrties à p élérnetts daus rrrr

.çip({}oup}ri.

C {},t{Ll,$t d'inc1ice n"

l. Gd:nér'zrlités sur 1es nnnrtrres de Cat;-riarl

1. fa) I{ontrol qlle i}n1-lr elticl ttaiulel n. on a I'i:ga,lité Cr';1

{b) Donner' les vair:r,rrs <le t, pour iL <- rL < 7.
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2. Pr',.ry1,611 ies rr.lat iorts stLivatttcs :

(u) c": 1.f"):!( '2".):f'") *{'".
n. t \ r, / r, \r*1/ \,, I \ri*l
2 {2rt-I\ 2 12n - i\ {2n- I

1lr1 c"- -{ t I t-l' rr+l \ Tt j ,t-1 \ **11 \ tt

(c) h,{ontrer que 1es {.;', sont <laris N" que la suiter

p : 1" et en dÉ:duire lini C, : -rca.

{2n*1\tt.
\n+1 /
r:st stricter

)

)-
(t]") ncnt rrr'oissa,Trt{) à }ritrtir (1rl

n -". "i- cc

3. Dans cette qlrestion. on trouve l'orrlre de grancleur de C,, c;iarrd n tend vers *,cc.

ia) -\lontrer que pour ruul À ) 1. orr o, l(l-l 1" 
t 

a C*' "l Â' 1't'z
\ Â. / - C, ,=t\À-l/1rz-1 ;yz- 1

ibJ trn tltiriiiir'<' n\/n < (',, !;3 -. porr n ) 1.

II. Lin prernier problème de dénomkrrement

On la étridier un problèrne <1e dénomblement oir intervieuueut les norrbres cie Calalan.

On corrsi<lèrt: tle;s clr,em'i.ns joignant des points r'le N x N. et forrnés de

d, é'pla ce'n t e.nfs successifs.

I-,r:s seuls déplacenrenis autorisés à pa,rtir" d'trn 1>r:irit {n. rn) sont :

Le passage de ilr. rn) à (n * 1, nz) (r'ers la rlroite.)

Le passage 616r (rr, rrz) à (n.'nr * 1) (r,.ers le haut.)

()n notc A: {(n,rn) e N2, tJ { rrt { ri} l'errsernble des points de N2

qni scnt "sous" ûu "sur" la diagonar,le 'g : s.

Voici par exernpie nrt ciremin de À, qui va, cie ({1.0) à (6-5).
tfi fr'l i6,it)

Rema,rqte : pûur torrs entiers natnrels ç ei b. €l rrrolrsnnarrt tme translation de vecteur (o,il). il est

i:vitient i;u'il v r:r, autilrlf dt: chorriils <1'originc (û,û) ci rl'e:xt,i'irnrité \'n,m} qu'il y" a der cheurins d'origine

it;, ô) et rl'exrrérnité (n -r n. ô -r rrr.).

Pour tolr {n.rn) de Â. on note ôn.* le nornbre cle cheniins d'srigine {û.û), d'extrémité (t.rn}, et qui

sont i*clus cians À (donc qui ne "trAversent" 1:as }a cliagonale.)

Cn note ôr. : ôrr.r, c'est-à-dile le nonrbre de chemins cle Â clti v.,nt tle (U. {)) à (ri. tr).

1. {a} Irr{iqricr rapirlcrncnl 1:r valtri-rr des c'-,rr:fiir:icrits ,..i1, pûur tout n de N"

(b) .ïrrstifier ô':6rr.rr-1 (sirl > 1) et ôr,.-:dn-1.m.*àrr."-t (si 1< rn'<n.')

(c) En t1étluire }a ''-alerrr des ri',..1 (pour rt, à 1) et cles dr,.2 (pour tr ) 2 )

{d) Forner le lable:ru triangulaire des d,r,"* pour 0 < m 3 n, I 7.

Que remarque-t-orr poru les lâlelirs diagonales ô*. avec Û'1 rz 17'i
it - ttt -r- I /n ..- ni\

2. (a) L{ontreîquepourtoutcoupleirt,rtt} deÀ'onâô,r,',: ,*l | , )
Inrlication : ProcÉ:der par rér:urrence sur I'entier' 'n,: pou.r chaque valeur de n an seril amené

à r'éri{ier l'égalité précéclente pour' 't? :1. rrt: 2. eNc., Tn': rL.

(b) trn tléduire que le nomtrre c1e Cat,alan C1, est i:gal au ttombre ôr, ile cheurins de À qui ont

le point (Û.0) porr origine et le point {ru, n) pour exuéniité.

-r{S,6}
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3. On -ce propose de retrourrer: le résuitat de iII.2ô) de fâçon purenlent coûillinatoire.

ta ) Soicni /l/. cl rt ricux ettfiet's ttal ul els. / .,

I,{o{rtrer que le r{llnbre de chemins de A(*.i;) r\ B(o-rL'b-Lnt) "* {"1,," }
(b) Un chernin P <te {t}.{)) à {l,n) est tlit err:esszf s'il franchit '!J:'r. , \

Soittnienornbredecheninsexce-ssif'sde(Û,0)à(n,n)'Prour.er'ô-n-{ï)-t,

(c) Soit P un chemln excessif de i0.l)) à (n, n).

Soii âik, k + 7\ le prer:rier pr:int de P sirué sirit:tentenr atr-rlessus de 1:r rliagonale.

Au chernirr P on a,ssocie alors 1e chemln ?t déflni r1e 1a lrtanière suir,z,nle :

- O1 golse1ve les 2k+1pt'enri<x's nirxll'('tucuts. (llii âurèncrtT rlrr (i),{l) z\ '4(k,,L+ 1).

- On iuverse chacun cies mour"emenis suir.ants de P itout clépiaceureltt vers le haut est

tl'a.nsformé el tiôplircnrelt à dloite. cf 1-i('c-\'ersa.)

il'{ontrer qne le chernin P/ mène du point (Û'0) au poirlt {ti,- 1,n- 1)'

(r1) \.,lontrer que la transfor:raation P i* P/ er.orjurie ci-dessus réalise urie biiectiorl rle }'t:nser*ble

cles chernias excessifs qui vont de (0,û) à (rz,:r,) r.ers I'ensenble de toits les chemins qtd r.ant

,le 10. 0) a (n - 1. tt *1 
1.

{e) En ciéduire que Cn est bien ie nombre des chemins de Â qui r.ont de {0,0) à {n'n).

:1. On vtr ura,inietiint i:tal:lir urie rclatit.rn t-k-: réttrrerrcc r'érifii:c pa lcs Çr.

Soit P nn chernin r1r-, Â" r1'origine À(Û,Ûi et tl'extrérnité B(n,n), avec rt ) 1'

tln sait <1u'i1 y' a exactenleni, Ç, lâçons cle fcrrmer P.

iaj On suppose que P ne renconire la diagonale g : rl qtt'en Â et '8"

Montrer ciue 1e nornbre de fâçons différenteri de lbrmer le chernin P est Crr-1.

{b) 01 s11pp0.qe que P rerncontre .g : .1 etr au nr.in; ** poiut atrlre q,e Â et B '

Soit fu f gbscisse minitnrun (curuprise entre I et n - 1) de ces pr-rints d'iutersectiori'

Pour chaque 1,aleur <le l,:. rrrtxrtrer qu'il )t à tt -r CIr-g firçc;n-s dt: filnltlr P'

{c) trn déduire que pouï tout n cle N. ol a C'+r : t CrC*-r
À::t)

III. Interprétaticns combinatoires des nombres de cataLan

Les rxrsrbres de Catalan apparaissent clans ile très nombreux problèmes ri'érntrrération.

{Jarr-c cefte pârtie? où n est iué, ol se pîollose rl'aborcier ccriains cie ces problèrrres'

lJ:rus les rlr1cslions srriv:llrtr:s. rnrxtl,ït'r tlirc k: nrintbrt: i:voiluti: t:st t,otliotrrs ég:r1 r\ Çt

O1 notera 5t,52,,S3 r,:lc. lcs erlsernbles é1umér'és aux rlleslioris 1',2.'3. etc'

On ncrtera égalernent 5s i'ensernble des r,lLenrins de Â qui vonl cle (0.0) à {,t"t.}. n,,

1. Le norrrbre cie suites iI:1.æ21.".,ï2n àe 2n élénents de {-1.1} telles qrre ! rr :0 et Vrn €
'rti. À;:1

{1,...,2n}. ! ï1 } Û' Donner ies solutions si l:3'

2. Le nLlxibr.'Al1l,ir*l; crois.sa,nies h4llz{...!'\,,-rcie N avec ?}t:<kponr tout À'

Dotrner les soiutions qua'nd n :'1.

3.Lerronrbredestritesstr1ct,ernerrtCïoisSante'ch<z2<'..<
* (inclication I zç: ?jt : k-1). Douner les solutions si n:4'

4. Le tombre de suites ,jt,$t .. .. dr. rle N telles que d6i1 ( d^ * 1 poul' torlt fu' et en supposallt i{ue

rJ1 est dr.ins {0, 1} (intlicatioxt: dp -- k - yp). Donner 1es solrltions quantl n: 4.
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3. O1 se prùpose de retrouver: ie résuitat de iII.2ô) de fâr;on puïeureni conibinatoire.

r a ) Soicni /r). cl rt ricux ettf iet's ttal ul els / .,

h,{orrtrer que le r{llnbre de chemins cle A(*.i;) ;\ B(a-n 'l't-Lm) "* {"1,," )
(b) Un chernin P <te (0.Û) à {l,n) est tlit err:esszf s'il franchit '!J:'t' , \

Soittnienornbredecirerninsexce-ssif'sde{Û,0)à(n,n)'Prourer'ô-n-{ï)-t,

(c) Soit P ur chemin excessif de i0" l)) à (n, ru).

Sûii lik, k + 7\ le premier point rle P sirué strit:tenrenr atr-<lessus de 1:r diagonale.

Au chernirr P on a,ssocie alors 1e chemln ?t défini r1e 1a- u:rnière suivanie :

- O1 colselve les 2k-Il prerrri*'s nrùuv('rricttts. cltti zrutt'rtti:itt dtr (i),il) :\,'t(k,fu+ 1)'

- On inverse chacun des mor:r.'ements suir.ants de P {tout clépiaceureltt vers le haut est

tra.nsformé e* tiépliwenrent à droitc. cf l-icc-\'ersâ.)

il'{ontrer que le cherrin ?/ mène du ptiint (Û.0) au point {ti,- 1.n- 1)'

({) X.{ontrer que 1a transforraation P '-* P' er.oquée ci-dessns réalise urie }riiection rle }'trnser*b1e

rles chernirrs excessitr,s qui voni de {û.0) à (rz,:r,) r.ers I'ensenllle de toits les chemins <1ni r''ont

<le (û,{}) à irr-1,rr-t1)"

{e) En ciéduire que Cn est bien le nombre des chemins de Â qui r.ont de {0,0) à {tt.'tL).

:1. On vtr ura,inietiint i:tal:lir unc rclation tir-: réttrrerrcc l'érifii:tl pa lcs Çr.

soit P nn cherniil r1e Â" d'origine,4(û,Ûi et rl'extrérriité B(n,n), avec r ) 1.

tln sait qu'il y- a exactenleni Ç. fi-lçons cle fonler P.

ia) On suppose que P ne renconire la diagonale g : r cltt'en Â et 'lJ"

Montrer ciue 1e nornbre de fâçons difiérentes de fbrmer le chernin P est Crr-1.

i}3) On sitpp3*qe que P renco'tre 1J -: r ett au uroins rII poillt atrtre q*e A <:t, B.

Soit fu I'3bscisse minitnrtru (curuprise entre 1 et n - 1) rle ces points d'iutersection'

Pour chlq11e 1,1leuï <le â. rrrultrer qu'il ï a tn-tClr-1 fir.çc;n-s d<,r ftrlrlr:r P'

{c) trn rléduire que pour tout tè cle N. ol a C.+r : l-. C*Cn-x,'
*:tl

lII. Interprétations combinatoires des nombres de catalan

Les rrcrpbres cle Catalan apparaissent clairs de très nombrerx problèmes r1'é*rtirréral,ioir.

Oals cette pârtie, ori ri r:st irré, on s€l pîolrose d'aborcler ccrlains cie ces problèrrres'

u:l'rrs L,s qucslicrrs srlivirlrtr:s. rnoltitt'r tlirc l<: rtonrbrt: i:voiluti: elst t,rxliotrrs ôg;r1 r\ Cn.

On notera 5t,é;2,J;3 ctc. les ertsetnbles éltlmé:r'és aux queslioris 1''2.'3. etc'

On notera égalernent 5s i'ensetnble iles r:henrins de Â qui vonl cle i0.0) à ("'")' 
.,

1. Le nombre cle suites :r:1.tr,21.".,1)2n àe 2n. élérnents de {-1.1} telles qrre ! rr : Û et V'rn €
rtt. *:1

{I,.. ..2n}. ! :14 ) fl' Donner ies solutions si rl : 3'
*:1

2. Le nsryibre rle suites crûissa,rrres ?Jr<y2

Donner les soitttions qta'nd n :4-

3.Lerronrbret]estritesstrict,ernelrtCïoiSSan|esa<z2<'..<
* (inclicatiorr : zp':yji,,: k'_1). Douner les solntions si n = 4'

:tr. Le lo11rltre de suites ,jt, j.2.. .. dr. de N te1les que d6i1 ( d1 * 1 poul' torlt fu. et cr supposàut (lue

rlr esrrlals{0. 1} (indicati<ttt d,1...-k_ yp).Donnerlessolttionsquantin:4.
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5. Le non:brer de fâqcr:s rl'ûr:rirr Ji pàir{:rs r1e pareirthèsil-q po1lr rpr*, chaque nàrellrhêse
corresponrle à ulc parerrthtise orrvraufr:. Par €rxerlrpicj si n : 3. il -v ir cinq pcrrsiblités :

iili)), (O)(), l({;} et iji)fl

ler*rani,l'
( (i ) l),

tti

lt, L' t,,rlrrllte rlr' "ritatttr: d,'trl,,itl;r\lr(':

La ciraiue rre iir'rit jarnais de-sr:enrlrr:

irrli'rierrlo i tt'lic,lu poir,t irririirl.
()rr r:,,ir i, i rrrr ''yr'rrrr,li: d.c thaîDe il\rec n - 6.

' lorrnÉc-u dc î "1rrt-rltlér:s" f et de ri "tlescentcs"

à irne altitriile l\
,/\/\./ \

"/\./ \W

C,,

7. f)arLs cr:tf r quesiiûn. oll r:rxisiclère des ";li:llres biriaires enr:rr:irrés".

A la, lra,so rlr-- 1':lrlrrc ae tr{'11:c. 111t liûelld "ra.init" 1f 11 1I
{,l}ri:qrrrr nocriti. s'il n't:st l}as rlnc irrrrille. i;c.rsèrlc b 1/ 1/ 1/ \l
un rànleâ11 gauche et Lu.r rirmeau drcit. \. 7 \ f \ / \ i

lJn voit ici les arbres birraires enrac:inés à 4 fcuilles. ùZ ù2. d?, ù'2,

On ilernr:rrrrlc ,-k: prourrer qur: le rrom.bl:r: d'arlller.ç biriaircs trtr:rcini:s à ;t -r I li:rdlles c.st

lnclir:ation : r'aiscnner pal ri:r:urrerrcc lirrtt ct uiiliser 1a riuesïion (II.4ci

B. Soii. E un ensenbie nnirii d'rur "protluit'' icelti <le c ptu' ô est niitti rr,b) tron ilssociatif.

{..irri: griplg5sion crinrnre abr: est rlorrc cli:pr.runrui,: dc s€ns tâïit ri'.r'ûn tie r:hoisir

cibr:) : on cliril tluc 1es deux expressions préciricrr|e,c soTrt les pat'enrhésaqes tlt:

Airrsi lt's p;u'r:nthi:sagcs de côcd sonf : (ioÔ]r:\d, itd:i{ryL}. (a{àc))d. rr{ii;c)d), er

{Jn r,ii,rna,nill rlt montrer <1u*:le norribrc rie parenthésages tle tl,1 (l:l ",rri r l csr

IJouze conr.'ir.es sûrri :,rs-cis autollr d'une t:rble.

pa,s eltrc iriô)r-

a,lN:.

u\l:{r:d} } "

C,,.

;i

TJc t;o:lbir:ri ric manièrcs ccs drtttzc personnr's l)r'r1\-r.111-

elle,s échanger simullatrérnent sir poigni:t's ,it trr;tit-rs I
siins riue dcux iroignécs diflêrtltes .qe r:roisr:nf au- I
dcrs-*lr,ç dr-' 1ir tebk:' *

Orr rroit ici I'urri: <les . .' s,-riul,iorrs inr 1rroh1èrrrr:

Un peu, d'histoire :

La suite cle Catalan fut décrite pour la prernièr'e fois par Leolhard Euler'. qui stétait intéressé
arr rruriibl'e tit' tiiffÉi eiites faquiis tie pai'iagei uii pulygurjc cii ii iarigles. I-a pi'eiiiiùi'e piiLlit'a-
tion sur ces nombres est due à Scgner et la suite porte alors le norn de llombre de Segner.
IJugène Charles Catalan fit le lien avec le nombre d'expressions << parenthésées >> et le norrr
r-lc Catalan renrnlara celrri de Sesner'. f.'astrrce r-le con,ntage des nrols de T-)-.'ck f,ut tr'.-ru..'éc
par Désiré André en 1887. IJn rnot de Dyck est un rnot formé de n lettres tr et de iz lettres
1'. tel qutaucun abrègement du mot à la finale (obtenu en supprimant les dernièr'es lettres
à partir d'urr rang quelconque) ne contienne plus dc l- que de -\.
(1,, est également le nombre cle partitions tlon croisées de l'ensernble {f .. ..

fin
à fa procitaine

t

\.

Prob\èrne des aotes :

Lors dtune élection, il y a 2 candidats I et B . 2n bulletins exprirnés et exacternent rr votes
pour ,rl et n votes pour B, Dans corlbien de cas le dépouillernent fera apparaître que J est
toujours en tête ou à égalité devant ll ?
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