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Notations

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note E,, ={1,2,...,n} = [1,n] et Q 'ensemble des permutations de E,.

Pour tout ensemble fini A, on note Card(A) son cardinal, c’est-a-dire le nombre de ses éléments.
n! .

On note (Z), ou CE le nombre { kl(n — k)! si0Sk<n

0 sinon
Partie 1

Pour tout w € €2, on appelle point fire de w, tout élément k € E,, tel que w(k) = k.

On appelle dérangement toute permutation w € Q telle que pour tout k € E,, w(k) # k. Ainsi
un dérangement est une permutation sans point fixe.

On note D, o = {w € Q/Vi € E,,, w(i) # i}, et pour tout k € E,

D,, ;, = {w € Q/w admet exactement k points fixes}
Enfin, on note d,, o = Card(D, o) et pour tout k € E,,, d, = Card(Dy ).
1) Montrer que
D, = U {weQ/w|f =1d et w|g,\r est un dérangement }
Card(1)=r

oll w|r est la restriction de la permutation w & I, Id représente la permutation identité, et
w|g,\1 est la restriction de la permutation w au complémentaire de I.

2) En déduire que pour tout k € E,,, dp j = (Z) An—k,0-
3)a) Soit w € 2 un dérangement de E,,. Soit j € [1,n]. On définit 'application w; sur E, 41 par
w(k) sikd&{jn+1}
wik)=qn+1 sik=j
w(@) sik=n+1
Montrer que ’on définit ainsi un dérangement de E,, ;1.

b) Soit w € Q2 admettant un unique point fixe j € [1,n]. Montrer que w; défini ci-dessus est
un dérangement de E,, .

c) Montrer que les dérangements de E, 1 construits dans les questions 3.a) et 3.b) sont
distincts, et que tout dérangement de E,, ;1 peut étre obtenu de cette facon.

d) En déduire que dp 1,0 = ndn,o0 + dn,1 = n(dn,o + dn-1,0)-

4) Pour tout n > 2, on pose Up, = dp,o0 — Ndp_1,0
a) Déterminer u, 1 en fonction de u,, puis u,, en fonction de n.
b) En déduire que d,, 0 = nd,_1,0 + (—1)™.

dno -, . . .
¢) On pose v; = 0 et pour n > 2, v, = L' Déterminer v,, en fonction de n, puis montrer que
n

dno = ”'(ki_o (_kl!)k>

Partie 11

Afin de lancer un nouveau produit sur le marché, le service marketing d’une entreprise propose
au directeur général la campagne suivante

e mettre en vente au prix unitaire de b Euros, n exemplaires du produit,

e chaque exemplaire sera numéroté de facon apparente d’un nombre compris entre 1 et n,

e 3 l'intérieur de chaque exemplaire du produit, et de fagon cachée, se trouve un second numéro,



