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Partie I : Etude d"un produit scalaire.

1. .
(a)
(b)

2. (a)
(b)

3. (a)

(b)

P(t)e " est intégrable sur [0, 1], de plus P(t)e™" = 0, (55) qui est intégrable sur
[1, +o00[, donc P(t)e " est intégrable sur [0, +o0].

Pour tout entier naturel k, on note [, = O+°° the=t dt.

(0.5 pts) Dans I, on effectue une intégration par partie, en posant v’ = e™*, v =
tk+1 on obtient I}, = ff“ e7tdt = [—e U + (k+ 1) ft’“ e tdt = (k+ 1)1
car lim, o, e #F 1 = 0.

Ainsi on a les realtion suivantes : I, = kI 1, Iy = (k—1)I}_o,...,[1 =y =1,
d’ou I}, = kl.

Montrer que :

Symetrie: < P,Q >=< Q, P >.

Bilénarité : < P+ AP, Q >=< P,Q > +XA < P',Q >.

Positive : < P, P >> 0.

Définie < P,P >=0 — P = 0.

< X1 XTI >=1; = (i+j)

La famille orthogonale est (Qg = 1,Q1 = X — 1,Qy = X? — 4X + 2) obtenue en
utilisant le procédé d’orthogonalisation de Schmidt pour la base (1, X, X?).

1l suffit de remarquer que pour tout couple (u,v) de réels on ca : t* + ut + v =
Qo+ (u+4)2Q1 + (u+v+2)2Qo, donc [["(12 +ut +v)2e t dt =< 1> +ut +v,t* +
ut+v >=< Qo+ (u+4)*Q1+ (u+v+2)*Qo, Qo+ (u+4)*Q1 + (u+v+2)*Qy >=<

Q2, Qs > +(u+4)? < Q1, Q1 > +(utv+2)? < Qq, Qo > car la famille (Qg, Q1, Q-)
est orthogonale.
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(c) H(u,v) = 0+oo<t2 + ut + U>2€_t dt =< @Q9,Q2 > +<U + 4)2 < Q1,01 >

+(u 4 v +2)* < Qo, Qo > est minimal lorsque v + 4 = 0,u + v+ 2 = 0, C’est

adire u = —4,v = —u — 2 = 2, ce minimum est exactement 5,y >=<

X2 44X +2,X2 —4X +2 >=< X2 X? > 8 < X2 X > +4 < X?%21 >
+16 < X, X > —-16 < X,1 > 44 < 1,1 >= 4, en utilisant la relation

Partie II : Construction d’une base orthogonale.

1. Pour montrer que ¢ est un endomorphisme de F,, il faut montrer qu’il est linéaire,
(P +AQ) = 0(P)+ N(Q) et que deg(P) <n = degf(P) < n, ce quin’est pas du
tout difficile a faire.

D’autre part 0(X*) = k(k—1) X 1 +k(1-X)X* ! = k2X* "1k X* la matrice associée

a 0 relativement a la base canonique (1, X,...,X") de £, sera donc bidiagonale
0 0 ...0
0 —1 1
supérieure de la forme M = [ : .. .
0 —n+1 n?
0 ... 0 —n
2. (a) Soit & € {0,...,n}. La famille ((X?) + kX7)o<jcr = (0(52X7 H))o<jck =
(0,1,4X,...,n2X""! est liée car contient un élément nul, ainsi § + kid n’est

pas injective car transforme la base (X7)o<;<x en une famille liée donc —k est
une valeur propre de 6.

(b) 0 est diagonalisable car admet n + 1 valeur propres distinctes 0,1, ...,n sur E,
qui est de dimension n + 1.

(c) Notons F}, le sous espace associé de 6 associé a la valeur propre —k, comme
¢ est diagonalisable on a : dim Fy + dim F,, + ... +dim F,, = dimE,, = n + 1,
ansi on a n + 1 sous espaces de dimensions non nulles et dont la somme des
dimension est égale a n + 1 donc chacun de ces sous espaces est de dimension
1, et alors les éléments de Fj, sont tous proportionnels, donc dans chaque Fj,
on ne peut trouver qu’un seul polyndme unitaire, autrement dit : Pour tout &
appartenant a {0,...,n}, il existe une unique fonction polynéme unitaire Py
vérifiant 0(Py) = —kF.

Posons deg P, = m, donc P, = X™+...+ag car unitaire or §(P;) = X P+ (1—
X)P, = —kP,, d’'ott —=mX™ + ... = —kX™ + ..., on s’intéresse a la puissance
dominante, d’ou m = k, ainsi deg P, = k.
(d) Vérifier que 0(Qx) = —kQy, pour k = 0, 1,2, or chaque @)}, est unitaire, I'unicité
dans la question précédente implique que P, = Q.
3. (@) Ona: (tP'(t)e ") = (P'(t)+tP“(t)—tP'(t))e " = 0(P)(t)e ", donc < O(P),Q >=
Jy = 0P OQ()e dt = [y (P (e Y Q) dt = [tP' (e QU™ f; ™ tP'(NQ/(t)e* dt -
— 0+°° tP'(t)Q'(t)e " dt le crochet est nul en +oo car les puissances sont négli-
geables devant ¢! en +oc.

(b) D’aprés la question précédente on < 6(P),Q) >= — f0+°° tP'(t)Q'(t)e~" dt, mais
aussi < 0(Q), P >= — [ tP'(t)Q'(t)e "t dt, d'ott < (P),Q >=< P,0(Q) >.
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(©)

Partie I11 :

1. (a)

(b)

(©)

(b)

(©)

Soit ¢ # k alors < 0(Py), P, >=< P;,,0(P;)) = —k < Py, P, >=—q < P;, P, >
— (k—q) < P, P, >=0 = < P, P, >=0 = lafamille (Fy, Py,..., P,)
est une famille orthogonale de £,,, donc libre puisque ne contient pas d’élément
nul, et comme elle est de cardinal n + 1 et que dim E,, = n + 1 alors c’est une
base orthogonale.

Calcul d’une valeur approchée d’une intégrale.

Par linéarité de 'intégrale il suffit que la relation soit vrai pour les polyndmes

1, X doulesystéme a+ 3 =1 cequidonne«a = i—:b 0= =2

b
ac+ b3 =1
Vérifier : [ Py(t)e ' dt = ["°(t? — 4t +2)e " dt = 0 et aPy(a) + BPs(b) = 0 car
a et b sont des racines de Ps.
L’existence des deux fonctions polyndmes () et R, chacune de degré inférieur

ou égal a 1, telles que P = P»() + R. est assurée par le théoreme de la division

euclidienne

Ona: (P, P) estune base de R, [X], et P, orthogonal a I et P, donc orthogonal

a tout polynome de degré infériera 1, d’out < P, Q >= 0.

En déduire : f Je~tdt =< P11 >= <P2Q+R1> < PQ,1 > + <

R1>= <P2,Q>+<R,1>—<R,1> f te tdt = aR(a) + BR(b) =
R(a) 4+ BR(b), car a et b sont des racines de Ps.

L inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 4, s’écrit | f(t) — f(0) +tf'(0) + tz%(o) +

t3f | < M d’out I'existence d’une fonction polynéme T(X) = |f(0)| +

X\f’( )|+ X2 id O 4 x317200 (0 U+ X2M de degré inférieur ou égal a 4 telle que :

Ve [0, 400, 0<|f(H)]<T)

Noter qu’on a utilisé pour y arriver a ce résultat 'inégalité |z| — |y| < |z — y|
En en déduit alors que l'intégrale f0+oo f(t)e~"dt converge puisque |f(t)]e™" <
T(t)e™" qui est intégrable sur [0, +o0.

Il est clair que D est linéaire, d’autre part P €ker(D) = a et b sont racines
doubles de D, i.e: (X — a)*(X — b)? divise D, or deg(P) < 3d’ott P = 0, ainsi
D est injective de R3[X] vers R* qui sont de méme dimension, d’ou bijective.
On a D : E3 = R* bijective et (f(a), f'(a), f(b), f'(b) € R*, d’ou I'existence
d’un unique polynéme S de Ej tel que : D(S) = (f(a), f'(a), f(b), f'(b), autre-
ment dit : S(a) = f(a), 5"(a) = f'(a), S(b) = f(b),S'(b) = f'(b).

3. Soit zy un réel positif ou nul, différent de a et de b.

On définit la fonction ¢ sur [0, +oo[ par :

4. (a)
(b)

f(xo) — S(x0)

(Py(z0))? (Pa(t))” -

vt €[0,+oof,  g(t) = f(t) = S(t) —

Simple vérification.

Sia < zp < b, en utilisant le théoreme de Rolle sur [a, z¢] et [z, b] on en
déduit I'éxistence de ¢; €a, zo] et ca €]z, b[ tels que : ¢'(c1) = ¢'(c2) = 0, or
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g'(a) = ¢'(b) = 0, (vérifier le), en utilisant cette fois le méme théoréeme mais

cette fois pour ¢’ sur les intervalles [a, ¢1], [c1, ¢2] et [c2, b] on en déduit I"existence

de d1 G]CL, Cl[, d2 E]Cl,CQ[, d3 E]CQ,CL[ tels que g“(dl) = g”(dz) = g“(dg) = O,

le théoreme de Rolle aplliqué a ¢ sur les intervalles [dy, ds], [d2, ds5] permet

d’affirmer l'existence de e; € [dy, dy), es € [dy, d3] tels que g (e;) = g® (ey) = 0

et enfin le théoréme de Rolle pour g® sur [e;, ;] permet de conclure qu’il existe
€]0, +oo] tel que g™¥(c) = 0.

Ona:g¥W(t) = fA() - wlﬂ car deg S = 3,deg P} = 4, or ¢¥(c) = 0,

d'ott f(xg) — S(ag) = L2 ¢@)(c) et done |f(wo) — S(xo)] < L&D, car
[fO] <4

5. (a) D’apres la question précédente est vrai pour tout réel = > 0 différent de a et b,
or il est clair qu’elle est vrai pour a et b, d’ot1

Vo € [0, +o0], |f(z) = S(z)| < (Pz(x))QM.

4!
(b) ’ e *dr —af(a) — Bf(D) ’_’ z)e ™ dr — aS(a) ﬁS(b)’:’f;»OOf(l')@ixdl'—
fo+°° f(x) = S(z)e~| do < [ M de = [ ) gy
6. Application: f(t) = 10H,domcf (1) = (10+t) < 41107° = M, d’autre part 274—\/5f(2+

V2)+ B2 F(2-1/2) - M<f el < 22024 V2) + 22 (2 v2) + M, don

0,0915—0,00004 < f+oo 1eo+t dt <0, 0916—|—O 00004 et doncO 09146 < f ﬁ);t dt <

0, 09164, ainsi 0,0916 est une valeur approchée de o
10~ prés.

10+t

Fin du corrigé.
Bonne vacances

www.chez.com/myismail 4/4 myismail@altern.org



