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PREMIER PROBLEME

PARTIE I : Etude de la suite de polynémes de (7},) -
1) Th(X)=4X?—-1,T3(X) =2X(4X? - 1) —2X =8X? — 4X.

2)

a) Il suffit de raisonner par récurrence forte, d’abord le résultat est bien
vérifié pour n = 0 et n = 1, ensuite on suppose qu’il est vrai pour
n et n — 1 et d’aprés la relation T),(x) = 22T, _1(x) — T,,_2(x), on
peut affirmer que 7;, est un polyndéme de degré n, dont le coéfficient
dominant vérifie la relation : co(7},) = 2co(T,—1), il s’agit donc d'une
suite géométrique de raison 2, d’ou co(T},) = 2"co(Ty) = 2™.

b) 1l s’agit encore d’une récurrence forte, vu que 7,, dépond de n — 1
et n — 2.
Pour n = 0,1, 2, 3 le résultat est vrai.
Supposons maintenant le résultat vrai pour n — 1 et n — 2.
Si n est pair, alors n — 1 impair et n — 2 pair, donc 7},_; impair
et T,,_o pair, d’ou X7, et T,,_5 sont pair et par suite T, (z) =
22T, _1(x) — T,_2(x) est aussi pair.
Meéme raisonnement pour le cas n impair.

3) On montre par récurrence forte, toujours, que T,,(1) =n + 1.

4)

a) On raisonne encore par récurrence forte, d’abord le résultat est bien
vérifié pour n = 0 et n = 1, ensuite on suppose qu’il est vrai pour n

et n — 1 et d’aprés la relation T),(x) = 22T,,_1(x) — T,,_o(z), on a :
T, (cosf) = 2cosOT, _1(cosf) — T, _o(cosh)
cosnf  cos(n—1)0
= 2cosf —

sin 6 sin 6

2 cos 0 cosnb — cos 8 cosnbf — sin fsin nb

sin 6

cos 0 cosnb — sin 0 sin nb

sin 0
cos(n +1)6
sin ¢

b) D’aprés la question précédente :
T.(cosf) =0 <= sin(n+1)0 =0
<~ (n+1)8=knm

= 0=

En prenant x; = cos ( T 1) avec 1 < k <n, on obtient n racines
n

de T,, deux a deux distinctes toutes dans | — 1, 1[, or deg(T,) = n,
donc ce sont exactement les racines de T;,.




¢) On rappelle que la décomposition d’un polynéme de degré n, de
coéfficient dominant, A\ et dont les racines sont xj tel que 1 <

AH

de degré n, de coéfficient dommant 2™ et dont les racines sont

km
T} = COS
b n—+1

T,(X) = 2"H (X — cos nkj—rl)

k=1

k < n sécrit P(X) = — xy), or T, est un polynome

) tel que 1 < k < n, donc sa décomposition s’écrit

d) En remplacant X par 1, dans la formule : =
2" X — cos , on obtient n+1 = 2" | | 2sin?
11 (e 5) ,Hl ( 2+ )

1
car 1 — cos(a) = 2sin? ( ) doun+1—22”Hsm kT et
B 2 2(

n+1)
ar suite ﬁ sin b _vnt 1
P 2o(n+1)) '

2n
k=1

a) Simple calcul de dérivation, en utilisant la relation :
(P(cosh)) = —sin 0P’ (cos f).

b) En prenant X = cosf dans la question précédente, on obtient :
(X2 —1)T,“(X)+3XT/(X)— (n*+n)T,,(X) = 0 pour X € [—1,1],
donc pour tout X, car un polynome qui admet une infinité de racines
est partout nul.

PARTIE II : Etude de I’endomorphisme L.

1)

2)

I1 est clair que L(P + A\Q) = L(P) + AL(Q), d’autre part si P est un
polynéme de degré inférieur a n, c’est aussi vrai pour L(P), donc L est
un endomorphisme de E.

= (k? 4 2k)T}

b) Ainsi Ay = k% + 2k tel que 0 < k < n sont les valeurs propres de L,
dont le sous-espace propre associé est engendré par T} et donc de
dimension 1.

a) D’aprés la question 5.b de la partie I, on a : L(T)

PARTIE III : Etude d’un produit scalaire.

1)

2)

3)

Symétrie : (P, Q) = /_1 V1—22P(x)Q(x)dx = ¢(Q, P)

Bilinéarité :

(P + AP, Q) = /_1 V1—22(P(z) + A\P)Q(z)dx

= /1 V19— 2?P(z)Q(x)dx + A /1 V1—2*PQ(z)dx

= @(Ph Q) + AQO(Pb Q)
D’ou ¢ est linéaire a gauche, comme elle est symétrique, alors elle est

aussi biléaire a droite. )
Positive : p(P, P) = / V1 —22P(x)%dr >0
-1
Définie : .
o(P,P)=0 = [ V1—22P(2)%dz=0
-1
= P?=0sur [-1,1
— P =0sur [-1,1]
= P = 0 car c¢’est un polynoéme

] car P? continue, positive

our.Q) = [ (30VI=2P/(2) = (1 = 2)3P¥(x) ) Qa)da
= [ (-0-2tPw) e
- [(~a-irw)aew] + [ 11<1 — o) P (@)@ (2)da
- [0 #irweEe

1

De la méme fagon, on montre que

(PL@) = [ a-
22)2 P'(2)Q' (z)dx, d'on égalité.
Soit k # p, on a :

P(L(Ty), T,) = o(L(T3), T,) = (K* +2k)p (T, Ty) = (P> + 2p) (T
= (k* + 2k — p* — 2p)p(T}, T,)) = 0
= (k= p)(k+p+2)p(Ty, T,) =0
= SO(Tka Tp) =0



1)

2)

3)

Et donc la famille (7% )o<k<n est orthogonale.

SECOND PROBLEME.

Soit P et ) deux polyndmes et, A un nombre réel. (P + \Q)(z) =
(22 =1)(P+2Q)“(z) +2x(P+ Q) (z) = (2?2 = 1) P"(z) + 2z P'(x) +
AM(2? — 1)P¥(z) + 22P'(z)) = ®(P)(x) + M\®(Q)(z), d'oit & est

linéaire.

Soit P un polynome de degré inférieur a mn, on a
deg (2?2 —1)P“(z)) = deg(P) et deg(2zP'(x)) = deg(P), d’ou
deg(®(P)) = deg(P) < n, et donc ®(FE,) C E,, ce qui veut dire
que F, est un sev stable par .

D(g9) =0, P(g9) = 2¢1, P(g0) = —k(k — Deg_o + k(k + 1)ey,

0 0 -2
As;=| 0 1 O
00 6

Ajs est une matrice triangulaire supérieure, donc ses valeurs propres
sont ses termes diagonaux : 0,1 et 6.

Oui, elle est diagonalisable, car admet 3 valeurs propres distinctes.

Un(z) = (22=1)", donc U/ (z) = 2nz(2*—1)""t, d’on (z*~1)U! (z) =
2nx(z? — 1)" = 2nzU,(z).

On dérive n + 1 I'égalité précédente, et on utilise la formule de
Leibniz, donc :

4)

c)

(2 = DU @) = 2nal (@)

= Zc,m 22 — 1)U ()R ch+1 (2nz)®(U, () "+
— CS+1( > -1y, (96))“”1 +C1 (x —1) (U ()™
+Coya (22 —1) (U ()
—C°+1(2m:) )(Un ()t +C1 1(2n2) W (U, ()™
— (22— 1)U () + 2(n+1)xU "“( ) +n(n+ 1)U (z)
zsz}:‘“( )+ 2n(n + DU (2)
— (22— DU (2) + 2205 (2) = n(n + DU (2)
— (22 = 1)P,“(x) + 22P.(x) = n(n+ 1)P,(x)
— ®(P,) =nn+1)P,
(Py, ..., P,) est une famille de cardinal n+ 1 = dim(E,,), pour mon-

trer que c¢’est une base il suffit de montrer qu’elle est libre, pour cela
on va raisonner par récurrence sur n € N.

Pour n = 0, la famille { Py} est libre car Py # 0.

Supposons le resultat vrai pour n — 1 et montrons que c’est vrai
pour n.

Soit (Ax)o<k<n tel que NgPo + ... + AP, = 0 (1), appliquons &
a cette égalite tenant du fait que : ®(FP;) = k(k + 1)Ps, on ob-
tient : 2\ Py + ... + n(n + )X\, P, = 0 (2), faisons maintenant :
(2) —n(n+1) x (1), on obtient :
2—nn+1)MP+...+(n—1)n—nn+1)A\—1P,—1 =0, or la
famille (Py, ..., P,_1) par hypothese de récurrence, donc

A =...= X1 =0, et (2) devient n(n + 1)\, P, =0, donc \,, =0
et enfin (1) donne Ay = 0.

(P, ..., D) est une base de E, et P € E,, donc P s’ecrit combinai-

son linéaire de cette famille, posons P(z) = agPy(x) + ... + a,P,(x)

avec a, # 0, car deg(Py) = k et deg(P) = p, or ®(P) =n(n+1)P

et ®(Py) =n(n+ 1)P, dou 'on obtient :

20, Py () + ...+ p(p+ 1)a,P,(x)

= n(n + 1)agPo(x) + ... + n(n + 1)a,P,(x), on fait la différence

donc : (n(n+1)—1Dagly(xz)+...+(n(n+1)—p(p+1))a,Pp(x) =0,
r (Py,...,P,) est libre donc (n(n + 1) — p(p + 1))a, = 0, d’ou

nn+1)—plp+1) = 0cara, # 0, dou n> —p*+n—p =



- P(x) = Zakx , donc
o(P)(z) = ()
k=0
== k(k = Dona* 2+ > k(k + aga®

n—2 n

== (k+2)(k+ Dageor® + > k(k + 1)aya” |

k=0
n—2

= (k+ 1) (kag — (k + 2)ogp0)2”

k=0

Dna,_ 12"t +n(n + 1)a,a™

n(n + 1)agr”

I
NE

n(n+1)P(x)
k=0
Par identification, puisque la famille (Fy, ..., P,) est libre, on a :

n(n+1)a,—1 = (n—1)na,_1, d’otay,—1 = 0 car n(n+1) # n(n—1).
Mais aussi (k + 1)(kap — (kK + 2)ags2) = n(n + 1)ag, dou
(k(k+1) =n(n+1))ar = (k+1)(k+2)are2  (3)
— Comme «,,_1, d’aprés la relation (3) on peut conclure que a,_3 =
0, puis a,_5 = 0, et ainsi de suite donc tous les a;, sont nuls pour
k de méme parité que n — 1.
Toujours d’aprés la méme relation, on peut exprimer «,,_5 en fonc-
tion de «,, puis «,,_4, en fonction de «,_o et donc en fonction «,
et ainsi les a; tel que £k de méme parité que n s’expriment en
fonction de «,,.
Soit P € Ker(® —n(n+1)Ig), alors ®(P) = n(n+1)P, et donc tous
les coéfficients de P s’expriment en fonction d’un seul parametre qui
est ay,, donc dim (Ker(® — n(n+ 1)Ig)) = 1.

TROISIEME PROBLEME.

Premieére partie.

1) ¥Y(P,Q) e RIX],YAeR, ona:

2)

3)

4) D, est la restriction de D sur R, [X], donc Ker(D,,) =Ker(D) "R, [X]

DP+XQ) =(P+2Q)(X+1)—(P+XQ)(X)
= (P(X+1) - P(X))+ MQ(X +1) —Q(X))
— D(P) + \D(Q)
d’out D est linéaire.

D’autre part si P est un polynome, il est clair que D(P) = P(X +1) —

P(X) est un polynéme, donc D : R[X] — R[X].
Donc D est un endomorphisme de R[X].

a) P e Ker(D)=— P(X)=P(X +1), dou les relations suivantes :

P(0) = P(1)

P(n—1)=P(n)
en sommant ces inégalités on obtient P(n) = P(0).

b) Si P € Ker(D), alors P(n) = P(0),

Vn € N, donc le poynome

Q(X) = P(X) — P(0), admet une infinité de racines, donc est nul.
D’ou P(X) = P(0), donc P € Ry[X], d’'ou Ker(D) C Ry[X], lautre

inclusion est évidente d’ou ’égalité.

a) Soit P € R[X] tel que deg(P) = n, posons P(X) = Z ap X", donc
k=0

D(P)(X) = Zn:akD(Xk), or Vk > 1,D(X*) =

(X + 1)k - XF =

EX*1 4+ ..+ 1, grace & la formule du binome de Newton, donc
deg(D(X*)) = k—1, et co(D(X*)) =k, et donc deg(D(P)) =n—1

et co(D(P)) = nay, ou a, = co(P).

b) D(R,[X]) C R,_1[X], d’aprés la question précedente, en particulier

D(R,[X]) C R, [X], donc R,[X] est stable par D.

Ro[X]. la formule du rang s’écrit alors : n + 1 = dim(R,[X])
dim(Ker(D,,) + dim(Im(D,)) = dim(Ry[X]) + dim(Im(D,,)) =
dim(Im(D,,)), d’ou dim(Im(D,,)) = n = dim(R,_1[X]), or Im(D,,
D(R,[X]) C R,,_1[X], d’ou I'égalité.

1
)

=+ 1



5) Soit @ € R[X], posons deg(Q) = n — 1 avec n > 1, donc P €

R,,—1[X] =Im(D,,), d’ou 3P € R, [X] tel que Q = D, (P) = D(P), d’ou
D est surjective.

a) P e FNKer(D)= P(0) =0 et P polynome constante — P = 0,
donc F'N Ker(D) = {0}.

D’autre part : VP € R[X], on peut écrire P(X) = a9 + Z ap X"
€Ker(D)
er

b) Existence : Soit @) € R[X], comme D est surjective, alors 3P, €
R[X] tel que D(Fy) = @, posons P(X) = Py(X) — P(0), donc
P(0) =0et D(P) = D(Py —a) = D(Py) — D(a) = D(F) = Q ou
a = PQ(O)

Unicité : Supposons qu’il existe deux polynomes Py, P, tel que D(P;)
et

D(Pg) = Q et P1(0> = PQ(O) = O, donc D(Pl - Pg) =0
(Pl—Pg)(()):O, djol\lpl_PQ EFﬂKer(D):{O}, d’Ol\lpl :PQ.
deg(Q) = deg(D(P)) = deg(P) — 1, d’ou deg(P) = deg(Q) + 1.

Deuxieéme partie.

1) Simple récurrence sur n € N, en utulisant la question 6.b.
2) deg(Fy) = 0, donc deg(P;) = 1, or P;(0) = 0, d’ou P (X) = aX, or

D(P,) = Py, dota(X+1)—aX =1,doua = 1, et par suite P;(X) = X.
De méme deg(P;) = 1, donc deg(P,) = 2, or P»(0) = 0, d’ou P(X) =
aX?+bX, or D(Py) = Py, d'ott a(X +1)2 +b(X + 1) — aX? — bX = X,

1 1
dou 2aX +a+b = 1, donc a = i’b = —a = —3 et par suite
1 X(X -1
PI(X):§(X2—X):%,

Par récurrence sur n € N.

Le résultat est déja vrai pour P(X) = X.
XX-1)...(X—-n+2)
(n—1)!

,ona: P0)=0et

, et posons P(X) =

Supposons P, _1(X) =

X(X-1)...(X—=n+1)
n!

D(P) =P(X+1)—P(X)
(X +DX (X -n+2) X(X -1 (X -n+])

n! n!
_ X(X 1)..7;'()( n+2)(X+1—(X—n—|—1))
XX -1)...(X—-n+2)
B (n—1)!
= n—l(X)
Or P, est 'unique polynéme qui vérifie cette relation, donc P,(X) =
XX-1)...(X=n+1)
n! '
Comme Card(FP, ..., P,) =n+1=dim(R,[X]), pour montrer que c’est
une base il suffit alors de montrer qu’elle est libre.
En effet, on va raisonner par récurrence.
Pour n = 1, il est clair que {Py(X) = 1} est libre.
Supposons (Fy, ..., P,) est libre et montrons que (F,...,
aussi.
Pour cela on suppose qu’ils existent des nombres réels
()\i)0§i§n+1 tel que /\()PQ + )\1P1 + ...+ )\n-i-lpn-i-l = 0, donc
DMoPo+MPy+ ... 4+ M1 Poy1) = MD(Fy) + M D(Pr) +
=MPy+ ...+ 1Py
=0
car D(Py) =0, D(FPy) = Pr—1, V1 <k <n+1,orlafamille (F,...,P,)
est libre, d’ou Ay = ... = \,11 = 0, et par suite \gFPy = Ay = 0.
On rappelle d’abord que si on fait la division euclidienne par un polynome
de degré 1, on obtient une constante dans le reste.
Soit P € R[X] tel que deg(P) <n
Faisons la division euclidienne de P, par X, on obtient P(X) =
XQo(X) + ag, avec deg(Qp) = deg(P) —1 <n — 1.
Faisons aprés la division euclidienne de () par

Qo(X) = %QI(X) + a1 tel que deg(Q1) = deg(Qo) —1 <n—2, en

particulier :
P(X) :MQl(X)‘F(ZlX‘FCLO )
= P2(X)Q1(X) + CL1P1(X) + CL()P()(X)

Poyq) Test

A+ A D(2

, on obtient :



6)

Aprés on fera la division euclidienne de (); par , on obtient :

Q) = Z20u(X) + a5 tel que dea(@2) = dea(Qs) ~ 1 < n 3
en particulier : P(X) = P3(X)Q2(X) + aaPo(X) + a1 P1(X) + agPy(X).
Et ainsi de suite, jusqu’a avoir deg(Q,) < —1, donc @,, = 0 et par suite
P(X)=a,P,(X)+ ...+ a1 PI(X) 4+ agPy(X)

X?=XX,X= X1 + %, donc :

X2 = @ 4 %X — Py(X)+ %Pl(X).

XXX X2 —oxtligxs
oy XX =D Ly

=2XP(X)+ P (X)
X -2 X -2
et enfin 2X:6T—|—1,d’oﬁ X3 = 6T+1) P(X)+ P(X) .

=655(X) + P(X) + Pi(X)
a) Découle de la question 6.b) de la lere partie pour Q(X) = X"
b) D(A,) = X" = A, (X +1)—A,(X) = X", donc pour 0 < k < p,
p

ona: A (k+1)— A, (k) = k", don S, =Y K

Ona:D <Z akPkH) = Z arD(Pyyq) = Z apP, = X", d’autre
k=0

k=0 k=0

part ZoszkH(O) =0, car P,y1(0) = 0, V0 < k < n, de plus

k=0

deg (Z oszkH) = deg(Pny1) < n+ 1, or A, est 'unique po-

k=0
n

lynome de R,,;1[X] qui vérifie cette relation, donc Z apPei1 = A,
k=0
1 1
On a : X2 = PQ(X) + §P1(X), d’ou A2 = Pg(X) + §P2(X)
Et aussi, X? = 6P5(X) 4+ Po(X) + P1(X), donc :
Az = 6Py(X) + P3(X) + Po(X).

Sop=As(p+1)=Ps(p+1)+ %p2(p Ly = Mot 1i;2p +1)

+1)(3p® — Tp+ 10
Sg,p:6P4(p+1)+P3(p+1)+p2(p+1):p(p )( 1912 p )7

utilisant les relations
X(X -1)(X-2)
6

aprés toute simplification en
X(X -1
P(X) = 4< >>P3(X) =
X(X -1)(X =2)(X -3)
12 '

>P4(X) =

Fin.




