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Probleme.

1 Calculs de déterminants.

1.1 On a

Mercredi 13 Juin 2007.

CORRIGE

P n n 2n —p
a1 = y Aln—p+l = y An—p+1,1 = » Qln—p+1 =
2 P n n

1.2 On a
d, =det(l) =1

1 n
dn_l—det(l n—l—l)_l

1 n—1 n(n2—1)
dpgo=det| 1 n n(nt1)

1 n+1 (n+1)2(n+2)

2

=1

ce dernier résultat résultant d’un calcul au brouillon non reporté.

1.3.1 On sait que (g) + (Oﬁl) = (ftﬁ) que 'on va utiliser sous la forme

B+1\ (BN _ [ B

a+1 a a+1
En notant A) = (aj ;) la nouvelle matrice, la formule précédente donne
(on doit distinguer le cas de la premiére colonne)

g
Vi>2 d, =0 et a;j:(p+l+.‘7 )
) ). p_l_,l_l

1.3.2 Les opérations effectuées laissant le déterminant invariant, on a
det(A,) = det(4)). En effectuant un développement par rapport a la
premiere colonne, on obtient

s
d, = det(A)) = det ( (P77
' pti-l 2<i,j<n—p+1
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En opérant un changement d’indice (i' =i — 1 et j' = j — 1) ceci s’écrit

1+7+4 -2
dp:det((p_'_ +Z_':j )) = Op41
pr1+i—1 14,5/ <n—(p+1)+1

On en déduit immédiatement que

Vp e [|0,n]], d, =d, =1
2.1 On a
- 11 2
D0:\1\:1,D1:'1 2‘:1,172: 12 3 |=4
2 6 24

L1 111
Aoz\l}zl,Alz‘l 2':1,A2: 1 23 |=1
1 36

2.2 Comme (“Z”) — ()

ZIJI )
chaque colonne par f Le déterminant étant multilinéaire, on a alors

on peut factoriser chaque ligne de A,, par , puis

2 Matrices de Gram.

A.1.1 Un calcul matriciel donne immédiatement
tXiCXj = Ci,j

A.1.2 Si C est nulle alors ‘X CY est nul pour tout choix de X et Y.
Réciproquement, si ceci a lieu c’est vrai en particulier pour les X; et la
question précédente donne la nullité de tous les ¢; ; c’est a dire de C.

A.2 Avec des notations évidentes, on a

(el = (E:%@|§:w%>

Par ailleurs,

=D wileile;)y

i=1 j=1

XAY =

Lii,jY;

Z[L’Z AY = Z (ZIZ’Z Zai’jyj> = Z
j=1 i=1

Par définition de A, on a donc

(zly) = "X AY

A.3.1 Comme P = Mat(Id,B',B), on a

oy 2 X =PX'
Bn = (g H) Dn A.3.2 D’apres A.2, on a
EXAY = ='X'AY’
2.3 On a (zly)
Compte-tenu de la question précédente, on en déduit que
S g
1+ '+ =2
A, = . = , =dy=1 EX'TPAPY = X' AY’
v )/ osijzn =1 1<it j/<n+1
Comme ceci a lieu pour tout choix de X’ et Y’, la question A.1 donne
et donc
- A" ="PAP
D, = [(+?
k=0 A.3.3 Sion a B’ orthonormale alors A’ = I,, et on obtient {PAP = I,.
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A.3.4 On choisit B’ orthonormale (une telle base existe). On a alors, en
passant au déterminant

det(P)?det(A) = det(I,) = 1

Comme det(P)? > 0, on a donc det(A) > 0.

A.3.5 Soit (gq,...,&p) une famille libre de E et F' l'espace engendré par
ces vecteurs. Le produit scalaire sur £ en induit un sur F' qui est donc
préhilbertien. La matrice B = ((g;]¢;)) correspond alors a la matrice A
précédente et det(B) > 0.

B.1.1 On a

s - |,

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, cette quantité est positive.
B.1.2 D’apres le cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
det(M) = 0 si et seulement si (u,us) liée. La famille est donc libre
si et seulement si det(M) # 0 (et dans ce cas det(M) > 0).
B.2. On a

(Ul\u2)
[[uell®

ual?

2 2 2
= ||lu ual|® — (uq|u
uy|usg) ‘ [ ||| el (u1]ug)

(MX); = mijw; = xj(uluy)
=1 =1

Par linéarité par rapport a la seconde variable du produit scalaire, on en
déduit que
(MX); = (ui|v)

B.3. On en déduit que
IXMX =) wi(MX); = wi(wlo) = (v]v) = [|v]
i=1 i=1
cette fois par linéarité par rapport a la premiere variable du produit sca-
laire.
B.4. M étant symétrique réelle est diagonalisable dans R et toutes ses va-
leurs propres sont réelles. Soit \ une telle valeur propre. Il existe X # 0
tel que M X = AX. La question précédente donne

MX|PP ="XMX = [lv]* = 0

et comme || X||? > 0, on a donc A > 0.

B.5. Si MX =0 alors |[v||* ='XMX =0 et donc v = 0.
Réciproquement, on suppose que v = 0. D’apres la question B.2 tous les
coefficients de M X sont nuls et donc MX = 0.

B.6. On suppose M inversible. Supposons > z;u; = 0; on a alors M X =0
ou X est la matrice unicolonne de coordonnées x;. Comme M est in-
versible, ceci implique que X = 0 et donc que Vi, z; = 0. La famille
(u1,...,u,) est donc libre.

3 Application en dimension 3.

1. Le discriminant du polynome vaut
4 cos? () cos?(y)+4—4 cos?(3)—4 cos? (7) = 4(1—cos*(7))(1—cos*(B3)) = (2si
On en déduit que les racines de P sont
cos(/3) cos(7y) — sin(B) sin(7) = cos(f +7)

cos(3) cos(y) + sin(3) sin(y) = cos(B — )

2. Ona
1 cos(a) cos(y)
det(G(uy, ug,uz)) = | cos(a) 1 cos(3)
cos(y) cos(f3) 1

Un développement par rapport a la premiere colonne donne
det (G (uy, up, uz)) == —(cos?(a)—2 cos(a) cos(3) cos(y)+cos*(3)+cos®(y)—
et donc

det(G(uy, ug, uz)) = —(cos(a) — cos(5 + 7))(cos(a) — cos(B — 7))

3. Le déterminant précédent est positif et le produit (cos(a) — cos(f +
7)) (cos(a) — cos(8 — 7)) est donc négatif. cos(a) doit donc étre compris
entre cos(f — ) et cos(8 + 7).
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4. Le déterminant est nul si et seulement si cos(a) = cos(8 + ) ou
cos(a) = cos(fB — 7).
- Comme «, — v € [0, 7], la seconde égalité implique « = 3 — v ou
encore « +7 = 3. Comme 0 <y < < aonaalorsy=0et a=p
et donc a = 3+ 7.
- Comme « € [0,7] et B+ v € [0,27], la premiere égalité implique
a=p0F+youa=21—[0F—".
Si le déterminant est nul on a donc « = + vy ou a+ + v = 27. La
réciproque est immédiate.
5.1. On a

1—=x c c
det(G(ul, UQ,Ug)—Ijg) = C 1—=z C
c c 1—=x

= —(2—1-2¢)(z—1+c)?

Les valeurs propres de G(uq,us,us) sont donc 1+ 2cet 1 — c.

5.2. Comme les valeurs propres de G(u, us, uz) sont positives (I1.B.4) on a
donc ¢ > —%. Il est par ailleurs possible que ¢ prenne cette valeur (quand
les trois vecteurs sont coplanaires, uy et ug s’obtenant par rotation d’angle
27/3 et 4w /3 du vecteur uy).

—1/2 est donc la plus petite valeur possible pour c.

5.3.1 Comme ¢ = —1/2, G(uy,us,u3) = 0 et la famille (uq, us, us) est liée.

On est dans la situation évoquée a la question précédente et

U1+U2—|—U3:0

1 —1/2 —1/2
5.3.2 On a G(U,l,UQ,Ug) = —1/2 1 —1/2
-1/2 —-1/2 1
moins 2 (deux premieres colonnes libres). Son noyau est de dimension au
plus 1. Comme (1,1, 1) est dans le noyau de G(u;, uz,us3), on a donc

qui est de rang au

Ker(G(uy,us,u3)) = Vect((1,1,1))

D’apres I1.B.5 on a v = uy + us + uz qui est nul.

4 Distance a un sous-espace.

1.1. Dans det(G(v1,...,v,1,A0,)), la derniére colonne puis la derniere
ligne se factorisent par A. Par multilinéarité du déterminant vis a vis des
lignes ou colonnes, on a donc

det(G(v, ..., U0 1, A0,)) = A2 det(G(v1, ..., U0 1,0,))

1.2. Dansdet(G(vq,. .., vu_1,v,+Av1)), on fait opération élémentaire (qui
laisse le déterminant invariant) L, < L, — AL;. On fait alors la méme
opération sur la n-ieme colonne du déterminant obtenu. On obtient alors

det(G(v1, ..., Un_1,05A01)) = det(G(vq,. .., v,)

2.1. w étant orthogonal & F' est orthogonal a tous les v;. G(vy, ..., v,, w)

G(vy,...,v,) 0
0 [l

bloc-diagonal ou développement par rapport a la derniere colonne)

s’écrit donc, par blocs, ( ) et ainsi (déterminant

det(G(vy, ..., v, w)) = [[w|*det(G(vy, ..., v,))
2.2. Soit p(v) le projeté orthogonal de v sur F' (qui existe car F' est de

dimension finie) et w = v —p(v). Comme w € F'*, la question précédente
donne

det(G(v1, ..., Un_1, Un, w)) = |lw]]* det(G(vy, . .., v,))
Le cours indique que d(v, F') = ||w]| et on a donc montré que
= p(v))) = (d(v, F))* det(G(vy, ..., v,))

det(G(vy, ..., Up_1,Un, v

Par ailleurs p(v) € F s’écrit p(v) = > \v;. En itérant le résultat de la
question IV.1.2 (ot vy, ..., v, 1 jouent des roles symétriques) on a donc

det(G(v1, ..., vp_1,v)) = (d(v, F))*det(G(vy, ..., v,))
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3.1. t — tFe™! est continue sur R* (seul probleme d’intégrabilité au vo-

sinage de l'infini) et négligeable devant 1/t* au voisinage de l'infini
(croissances comparées). C’est donc une fonction intégrable sur R. Une
intégration par parties donne

/ thtle=t gt = [—tk“e_t}g + (k+ 1)/ the™t dt
0 0
En faisant tendre a vers 400, on obtient

Vk € N, Jk—i—l = (k’ + 1)Jk

“+00

Comme Jy = [—e7]§> = 1, une récurrence immédiate donne

Vi €N, J, = k!

3.2. On a alors

\V/Z,] € N, (€i|€j) = Ji-l—j = (Z +])'

3.3. La question 1V.2.2 donne alors

d(en, Rut[X])? = == = (nl)?

et on a montré que

Exercice.
oh
1) 90— 0 <= h = C'te qui ne dépond pas de v mais seulement de u, donc
v

2)

h(u,v) = hy(u), comme h est de classe C', alors h; I'est aussi.

a) @ est de classe C! sur R?, car ses fonctions coordonnées associées
D, : (u,v) — ue’ et Dy : (u,v) — e ¥ sont de classe C! sur R? en
tant que produit et composé de fonctions de classe C! sur R2.
D’autre part, V (z,y) € Q,3v = —Iny € R tel que y = e ¥ et lu =
ry € R tel que z = ue?, donc I!(u,v) € R? tel que (x,y) = ®(u,v),
et donc @ est bijective.

3)

b)

D’aprés ce qui précede, on a : ®7(z,y) = (ry,—Iny) qui est
de classe C' sur €, car ses fonctions coordonnées associées @' :
(x,y) — xy et @y : (z,y) — —Iny sont de classe C! sur €, en tant
que produit et composé de fonctions de classe C! sur €.

f* = fo® est de classe C! sur R? car ® est de classe C! sur R? et
f est de classe C* sur ®(R?) = €, avec les relations suivantes :

o _oror oyor _Lof
ou  Oudr Ouody  Ox
of _dwof oyof _ of ,0f
v Ovoxr Ov Oy Y C dy

D’aprés la question précedente, on a :
of _ o0l _ 0f _ of  Of _ o) —
P i o =15 y@y =0, donc f*(u,v) = F(u) et
par suite f(z,y) = f o ®(u,v) = f*(u,v) = F(u) = F(zy), avec F

de classe C!' sur R

Les application linéaires de R? vers R s’écrivent sous la forme

0 15}
g(x,y) = ax+ Ly, donc xﬁ—g—ya—g = arx+by < azr— Ly = ax+by,
T Y

prendre donc g(x,y) = ax — by.
of

La solution générale, f de I’équation z—— — y—— = ax + by, s’écrit

ox dy

sous la forme f = fg+g,ou fy(z,y) = F(zy) est la solution générale
de I'équation homegene sans second membre, et g(x,y) = ax — by
une solution particuliere de 1’équation avec second membre.

Fin.
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