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DL 6bis (08-09): Sous espaces vectoriels

PROBLEME : Mines sup 2001 commune deuxiéme probléme

Les parties B et C sont
On rappelle que si p est un entier naturel non nul. la notation M

car

30 novembre 2008

es, mais la partie A est indépendante du reste du probléme.

d'ordre p & coeflicients réels.

PARTIE A :

Soit p un entier naturel non nul. Une matrice A de M,

A% #Qet A

= (.

unité d'ordre p.

Pour tout réel ¢, on note E

1

)} la matrice

E@)=I+tA+

1. Vérifier la relation

5. En déduire que 'application E : ¢ — E (¢), de R vers M, (

6. Dans cette question, p=3, et A= 1| 0

matriciel pour t €

: - . 7 FNNTE ~
2. En déduire que (E (t))" = E (nt) pour tout ¢ «
Montrer que la matrice E (#) est inversible. Quel est son inverse

N 3 . / AN - Tvee 1t mcrmesrom o
r que la famille (I, A, A°) est libre dans 'espace vecto

1%

) est injective.

joem,
fan T
Pk

. Expliciter la matrice E (£)

o
<

PARTIE B :

-

(.
. Préciser un vecteur directeur u de F, et un vecte

représente 'algebre des matric

st dite nilpotente d’indice trois si elle vérifie

. nilpotente d’'indice trois. On note I la matrice-

sous la forme d'un tableau

[ 4 —6

. appartenant
1S i — 1
\ /

dontrer que F = ker (f —21d) et G = ker{f — Id) sont deux droites vectorielles

=

supplémentaires d
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En déduire qu'il existe une matrice P inversible et une matrice D diagonale (toutes deux carrées d’ordre

2) telles que A = PDP~'. Expliciter P, D et P71,

i g " , ) ’ 1 P, :
Expliciter D™ pour tout entier naturel n. Démontrer la relation A® = PD"P~! | En déduire Pexpression

de A" sous forme de tableau matriciel.

PARTIE C :

On reprend les notations de la partie B.

s

En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout réel £, on a

On powrra admettre le résultat de cette question pour survantes,

Pour tout réel £, pour tout entier naturel n, on note

On écrira cette matrice sous la forme E

Expliciter sous forme de sommes ses coefficients a

Pour tout ¢ on note E

la matrice E (¢)

lim
E

Réponse parti

bp(t), clt)y= lim ¢, (), d{t)= lim

i N>

.

X

pliciter la matrice E (¢)
lle : on obtient a(t) = 3e°* — 2et.

Montrer qu'il existe deux matrices @ et R (carrées d'ordre 2) tell

et expliciter @ et R.

Calculer les matrices Q. B=, QR et R(Q. Que peut-on dire des endomorphismes g et » de R? canoniquement

associés aux matrices Q et R {on pourra pr ilisant les droites F' et G de la question
B.1)?

En déduire que

N
T
o

‘Fin

a la prochaine
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