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Espaces Vectoriels & Polynômes
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Exercice 2: Onconsidère les ensembles suivants

g : C(R,R)

p : {g€ CI (R, n) | s(o) : g'(0) : 0 et g, dérivable en 0}
ainsi que I'application

@ : E"'-+F
.f *@y:xe J{tf(t)dt.

1. Montrer que .E et F sont des R-espaces vectoriels.

2. Vérifler que @7 € F et que @ est linéaire.

3' Soit se F. ondéfinit .f par f(*):d@)lrsixl0 etl(0):d'(0).Monrrerque
f e E et en déduire que (D est surjective.

4. Montrer que O est un isomorphisme.

Exercice 3: Soit &: t(n, R) I'espace vectoriel des fonctions È fois dérivables sur R.
SoitF : f (R,R). Soient a et ô deux réels tels qt{e a < b.

On note Q : Ep -- Ekt I'application définie par Aff) : x -+ xf (1ç). On désigne aussi
par @o et Oà respectivement les applications ôo - (D - ald, et(Dr : (D - bId,.

Soit Y : E2 --+ I' donnée par Y : Qo o (D6.

1. Montrer que Y est linéaire.

2. soit,s le sous-ensemble de E2 formé des fonctions vérifiant l'équation

*2 /' (")+ (1 - a - b)xf (x) + aAy61 : s.

\4gqt qg.{est un sous-espace vectoriel de 82.

' Y;#î 
que 's: KerY. En déduire une nouvelle démonstration de la quesrion pré-

4. (a) Justifier @o o (Da : (Da o (Do.

(b) Exprimer @o - @6 en fonction deIds, de a et de b.
(c) Montrer que si,y € ,S, alors <Fr(y) € Ker@6 et <06fi) € Ker@o.
(d) Montrer que,S : KerOo @ Ker@6.

5. En déduire les solutions de (l) sur Ri et R1.
6' A quelles conditions sur a et ô les solutions sur Ri et R* se prolongent-elles en unesolution définie sur tout R ? A quelles conditions existe-i-il une solution non-nulle ?
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