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CORRICE

EXERCICE 1.

1) A valeur propre de A <= A — A3 non inversible Ainsi le po-
<= det(A—\3) =0
— 2-N)((2-N)*=-1)=0
= 2-N)1-XNB-XN=0
<~ Ae{l,2,3}
lynéme caractéristique de a admet 3 racines distinctes, donc A diago-

nalisable car dim(Ker(u — A\;idgs) = 1 pour tout A;.

2) A =1, =2, A3 = 3, resolvons les systemes AX = \; X pour trouver

les e;, ou X =

N R

AX=X=z2x+4+142=0etz=0=o=—-1,y=1,2=0.

AX =2X = 14z=0etx+2=0=zx=1y=12=—1.

AX=3X = —2+4+142=0x—-14+2=0,et —2=0
—r=1Ly=12=0 ’

3)

4)

—1 1 1
Posons 62 = €1 = 1 , €0 = 1 , €3 = 1
0 —1 0
Comme Card(B;) = 3 = dim(R?), pour montrer que c’est une base,

il suffit de montrer qu’elle libre, pour cela il suffit de montrer que
detp, (By) # 0, on By la base canonique de R3.

—1 11
En effet detp, (Bs) =| 1 1 1|=-2#0.
0 -1 0

D’autre part u(e;) = Aje;, donc A = Mg, (u) = , avec la

o O =
S NN O
w o O

relation suivante entre A et A :

A= PAP™! avec : P = Pg,__.,

a) B = MBl (U>> donc B? = ((MBI (U))Q = MBl (UQ) = A= MBl(“)’
d’olt v? = u, et de méme, on a: BA = B? = AB, d’'ot Mg, (uv) =



Mg, (vu), d’ott uv = vu.

wv(e;) = vu(e;) = v(\e;) = Av(e;), dou v(e;) € Ker(u — Ajidgs)
or dimKer(u — Nidrs) = 1 et e; € Ker(u — \jidgs), d’ou e;

et v(e;) sont proportionnels. Donc v(i) = «ue(i) et par suite :
(03] 0 0
V = Mg, (u) = 0 ay 0 |, avec la relation suivante entre
0 0 Qa3
BetV:
B = PAP™!

Or B2 = A, d'on (PVP-1)2 = PV2P~1 — PAP-!, d'ol V2 = A,
donc o? = 1,02 = 2,03 = 3, et donc :

(03] - {—1, 1},0&2 € {—\/5, ﬁ},&g € {—\/g, \/g}

5) Les solutions de I’équations X? = A sont de la forme X = PV P~ il

aq 0 0
y en a 8 solutions car on peut former 8 matrices, V = 0 ap O
0 0 3

avec les conditions : a; € {—1,1}, a5 € {—v2,v2}, a3 € {—V/3,V3}

EXERCICE 2.

min{k € N* tel que u* = 0}, donc uP~! # 0, et par suite
Jzg € E tel que uP~*(zg) # 0.

Soit (Ai)OSiSP tel que )\QSL’Q + )\1U(.T0) + ...+ )\p_lup_l(l’o) = O, on
compose par uP~! et comme uF =0, Vk > p, alors \guP~!(xg) = 0,
or uP"Yxzy) # 0, dou Ny = 0, ce qui donne A\ju(xg) + ... +
Ap—1uP~H(z9) = 0, on compose cette fois par uP~2, ce qui donne
MuP~Hzg) = 0, dot Ay = 0 et on ré-itere le méme procéde
jusqu’a montrer que tous les \; sont nuls. D’ou la famille C =
(2o, u(wg), ..., uP~(xg)) est libre.

C est libre, donc Card(C) = p < dim(F) = n, or u? =0 et n > p,
d’ou u™ = 0.

2)

3)

v = (V2P = uP = 0 et v2P~Y = P71 £ 0.

Posons : ¢ = min{k € N* tel que v* = 0}, donc 2(p — 1) < ¢ < 2p,
et comme dans ce qui précede pour u, on peut aussi affirmer pour
v que ¢ 1§ n, ainsi 2(p— 1) +1 < ¢ < n, dou 2p — 1 < n, dou
< nt .

01
0 0
M € L(R?), d’out suivant la question précédente si X? = M, on

Soit = .OnaM? =0e M = 0, donc p = 2, pour

devrait avoir p—, ce qui n’est pas le cas, donc I’équation X2 = M,

n’admet pas de solutions.

De la méme fagon que dans la question 1.2), on montre que la fa-
mille (zy,u(xy),...,u" " *(z;)) est libre, or son cardinal est égal &
n = dim(F), donc c’est une base, et pas suite c’est une famille
génératrice de E, or g(x;) € E, d’ou l'existence de nombres réels
(ai)o<i<n_1 tel que g(z1) = apry + ayu(zy) + ... + @, u™(zy).
¢> =u+Ip, dott u = g> — Iy et donc gu = ¢> — g = ug. Et par
récurrence sur k € N, on montre que gu® = u*g.
D’autre part on a les egalités suivantes :

g(ry) = apry + aju(xy) + ..+ g u (1)

gu(zy) = u(g(z1)) = apu(zy) + aqu(u(zy)) + ...+ apgu™(uf

gu"Ha1) = u"Hg(21)) = agu (@) + o+ e (" (),
Ainsi g et aglg + ... + a,_u™ ! coincident sur la base
(x1,u(zy),...,u" Y(z1)),et comme elles sont linéaires elles coin-

cidents sur E.

Soit (Ai)o<i<n tel que Xolg + Mu+ ...+ A\p_1u™ "t =0, on applique
cette relation a xq, on trouve \g(z1) +A\u(z1)+. ..+ qu™ Hay) =
0, or la famille (zy,u(xy),...,u" " (z1)) est libre,

d’ott \; = 0,V1 <i < n, et donc (Ig,u,...,u""1) est libre.

1 ére facon : g% = Iy + u.



2 eme facon :

q
Avec : ﬁk = E OOk
k=0

n—l)

Et par identification puisque la famille (Ig,u, ..., u est libre, on

aalors: fp=af =1,0 =20y =1et ,=0, Vg>2.

d) a2=1,donc oy € {—1,1}.
Montrons par récurrence sur ¢ € {1,...,n}, que a, s'exprime de
facon unique en fonction d% Q.

Pour g =1,ona:a; = o donc le résultat est vrai pour ¢ = 1,
Q@

0
supposons qu’il est vrai jusqu’a 'ordre ¢ — 1, et montrons que c’est
vrai pour gq.

q q—1
En effet Zakaq_k =0, donc 2a,09 = — Zakaq_k,

k=0 k=1
or1<k<g—1letl<qg—Fk<qg—1,doules apo,_j s'expriment

de facon unique en fonction de ag, donc leur somme aussi, et par la
suite 2a,0 aussi et finalement o, aussi.

e) Les solutions, g de I'équation ¢g?> = I + u, sont de la forme

n

g = Zakuk, or Vg € {1,...,n}, a, s’exprime de facon unique en
k=0

fonction de oy € {—1,1}. Donc deux possibilités suivant la valeur

prise par ag.

4) L’équation peut s’écrire sous la forme X2 = I; + A, avec :

0100

A = , qui vérifie A? = 0 et A> # 0, donc X =

o O O
o O O
o O =
o = O

agly + o A + ay A% 4 a3 A3, avec les relations suivantes :
Qp € {—1, 1} 200001 = 1
20[00&2 + Oé% =0 20&00&3 + 20&10&2 =0

1)

2)

Les solutions possibles sont :
1 1
y 1 = 5 =

Oéozl 5

PREMIER PROBLEME.

Premiere partie.

<— A — A\I; non inversible
<= det(A—A) =0

— (1-N4d-N+2)=0
= N -5\A+6=0

— X e {2,3}

A valeur propre de A

X:(g)eKer(f—ZidRQ) — AX =2X
— —rv+y=0

Donc Ker(f —2idgz) = {x ( 1 ) tel que x € R}, sa dimension est égale
a 1, et ayant pour base le vecteur < 1 )

X = ( ‘y” ) € Ker(f — 3idge) <= AX = 3X
< 22+y=0
Donc Ker(f —3idg2) = {x < ; ) tel que x € R}, sa dimension est égale

De méme

a 1, et ayant pour base le vecteur ; . Il est clair que Ker(f —2idg2)N

Ker(f—3idg2) = {0}, de plus dim (Ker( f —2idg2))+dim (Ker(f—3idg2)) =
2 = dim(RR?), donc Ker(f — 2idg2) @ Ker(f — 3idg2) = R2



3)

4)

5)

6)

1)

2)

Prendre B’ = €] = ( ( ), il est clair qu’elle est libre car

1

)
11
1 2
2 = dim(R?), donc c’est une base de R2.

F(eh) = 2}, f(eh) = 3¢, done D — ( - )

son déterminant est =1 # 0, de plus elle est de cardinal égal a

PDP™!

D’aprés un résultat de cours, on peut dire que : A = , avec
B /11 L 2
P—P3_>B/—(12),etp —(_1 1)
n_ (270
D = ( z0 )
A" = (PDP~ Y= pD"pP!
(11 2" 0 2 -1
L1 2 0o 3" -1 1
B 2n+1 —3n —9n + 3n
S\ vt 23" 2 2.3
Deuxieéme partie.
D’aprés la question 6) de la partie 2, on peut dire que E,,(t) = EAk =
k=0

Y ——2k +—j£: k'3k

k 0

~ Z HQ’f +2 Z Hs’f
k=0 k=0

& tk k+1 . tk k
PIE AR Bhvi
k=0 k=0

n k n k
E t_2k2+1 -9 E t_3k‘

k! k!
k=0 k=0

expressions demandées.

. Ce qui donne les

n tk tn—i—l
Il < I
prd k! (n+1)!
n — 400, car les factorielles dominent les puissances.

D’aprés I'inégalité de Taylor, on a : ef — — 0, quand

4)

5)

6)
7)

8)

o 2 Bt 2 st
an,(t) =2 u _ZT 2e” — e,
k=0 k=0
— (20 B o, 3t
bu(t) ==Y i - e te
k=0 k=0
"L (2t)F "L (3t)F
cn(t) =2 ( k') -2 ( k') — 2e% — 2¢%
k=0 k=0
n ) k n k
dn(t) = — Z ( kt') +2 (3]:') — e 4 2e%
=0 2 k:03 2 3
2e — ¥ —et 4 e
Et donc E(t) = ( 262t — 963t o2 4 93t )

2€2t _ €3t

e2t + 63t
E(t) = 2€2t _ 263t

— 2 -1
2 )ee (1) e

Prendredonc@z(g i} ) et R= ( :é é)

a) Q@+ R=1,et2Q+3R=A.
b) En résolvant le systéme :

{2Q+3R:A,ontr0uveque. Re 2L+ A"
d’'oll E(t) = e*Q + ¥ R = (3e* — 2e3) [, + (—e*! + %) A.
Tout calcul fait on trouve : Q? = Q,R? = R,QR = RQ =0 (%).

E(S)E(t) = (eQ + ¥ R)(e*Q + ¥ R) = 2T Q + 3R = E(s + 1),
en utilisant les rrelations de (*), de méme E(t)E(s) = E(t+s) = E(s+t).
En particulier E(t)E(—t) = E(0) = Q+ R = I, d’ou E(t) est inversible,
dont 'inverse est E(—t).

E(s) = E(t) = E(s —t) = E(s)E(—t) = E(s)E(t)™' = E(t)E(t)™' =
I,or E(s—t) = e?570Q + 360 R = (32571 — 26360 [, 4 (=257
3= A, or la famille (A, I5) est libre car ne sont pas proportionnels d’ott

le systeme :
s—t) 2 3(s—t) _
{ 31662(8—0 +e€ 3(s—t) _ 00 , qui donne ¢*¢") = 370 = 0 d'on s = ¢,

donc l'application E: R — M;y(R) est injective.
t — E(t)



Troisieme partie.

()= (oen e e ) () )
s {Zﬁfﬁifﬁjﬁiﬁi 5;2%2)1((_—ee_it++e;t—>§i§?(t) '

Donc u; et v1 sont dérivables en tant que somme et produit de fonc-

tions dérivables.
u'(t) = u(t) + v(t)

V() = —2u(t) + do(r) * 0N trouve

Tout calcul fait et vu que {
wy(t) = 0,v](t) = 0.

2) En tenant compte du systeme (S) on montre que :

{ u'(t) = u(t) + v(t)

V(1) = —2u(t) + 4u(t) s1 et seulement si

si et seulement si

car : E(—t) = E(t)™! si et seulement si

0
)=0
st et seulement si { un(t) :g

Fin.




