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Corrigé DS 1: ‘Dérivées, primitives
Fonctions usuelles

1)

2)

Exercice 1 .

2n)!
On a (z?")(") = (ni')x", d’autre part :
(™)) = zn:ck(wn)(k) (n k) ch n! x"_k n! F = n!x”i(ck)Q,
" (n—k (n—k)! P "
m2 _ (2n)!
par identification on obtient Z C .
 (nl)?
k=0
(n)
Pour n = 0, le résultat est évident. Supposons que (e”“/gsinx) =

2nemV3 gin (m + n%) donc
(e””‘/gsinx>(n+l) —2"( I\[sm(x—i—n ))/:2 f(\[sm(:r—kn ) +cos (z+nE))
= ontl "‘*f( sin (z +n%) + (w—i—n%))

1
5 C

= ontl ‘“[(cos sm(x—l—n6)+ %Cos(x—&—n%))

= 2"tle ’f(sln(x—l— n+1) %))

1)

2)

3)

4)

‘Exercice 2 .

1 tanhlx — 1 — Sinth _ cosh? z —2sinh2 T 12

cosh” x cosh” x cosh” x
Le domaine de définition de arccos est [—1,1], or —1 < tanhz < 1, Vz € R, donc
f(x) = arccos(tanhz) est définie pour tout z € R. De méme g(z) = arcsin () est

coshz
définie pour tout x € R.

arccos est dérivable sur | —1,1[ or tanhx €] — 1,1, Vx € R, donc f(z) = arccos(tanh x)

est dérivable en tout z € R avec f'(z) = (tanhz) arccos’(tanhz) =

cosh® z
1 )= 1
V1 —tanh®z ~ cosha’
arcsin est dérivable sur |—1,1[ or coshz > 1 Vz € R, donc 0 < <1 mais =1

hz Coshw
) est dérivable en tout point = # 0, avec

pour z = 0, donc g(z) = arcsm(coslhw

N IBRY VI _ sinhx 1 _ sinhz 1 _
Y (QIJ) - (cosh T ) arcsin (cosh T ) - 2 X - 2 X > -
cosh” x 1— 1 cosh” x cosh? z—1
cosh? z cosh? x
sinh 1 1

— X — .
cosh? z sinh? z coshx
cosh? &

D’aprés ce qui précede, on a f'(z) = ¢'(z), donc f(z) = g(x) + Cte, avec Cte = 0

car f(0) = arccos0 = g et g(0) = arcsinl = g
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‘Exercice 3 .

Questions préliminaires :

v(z) u () v(z) a
a) MWM—HM@%:/ f@w—/ fmm:/ f@w+/UﬂMt

v(x)

= [ rwdt=r@)
u(x)

b) u,v et G sont de classe C!, donc F(z) = G(v(z)) — G(u(x)) P’est aussi, avec

F'(z) = (H(v(2)) = (H(u(x)))" = v'(x)H' (v(x)) — o' (2) H' (u(z)) = v"(2) f(v(x)) — ' (z) f (u(

1
1) En tout un réel z strictement positif différent de 1, les fonctions ¢t — ™ ett— ot
n f1n

sont continues sur l’intervalle d’extrémités x et 22, donc y admettent des primitives,
ce qui justifie ’existence des intégrales.

2) On remarque que n’est autre que la dérivée de In(Int), donc

tint
12 1 fL’z
G(z) = / mdt = / (In(Int))'dt = In(ln2?) — In(lnz) = In(2lnz) —In(lnz) =1n2 (2)
x n x
3) On déduit d’aprés la relation (1) du préliminaire que F est dérivable (u(z) =
1 ; 1 -1
z,v(x) =22, f(t) = m) avec F'(z) = ln; i xlnix’ en particulier zligll F'(z) = 1.
4.a) On distingue deux cas :
1 1 1
lér cas z > 1, donc z < 22, pour tout <t < 22, on a < — < —, donc
In(z?) ~ Int ~ Inx
2 z? 1 z? 1 z? 1 2
xt - -
= ——dt < F(z) = —dt < —dt = 3
In(x?) /gE In(x?)  — (=) /x Int  — /1 Inz Inx ®)
2éme cas ¢ < 1, pareil que le 1ér cas, juste faire attention pour la rédaction, car
x> x2.
1 z—1

= +00 et on

b) Ona lim z°—
Inz

x—0

=0, donc lim F(z) =0. D’autre part lim
z—0 z—+oo Inx

en déduit que lim F(z)= +o0.
r—>+00

-1 F -1
c) D’apres ona = < (=) <2 , on en déduit deux choses :

” 2Inz = =z ~— Inx
. limO (z) =0, autrement dit F' est dérivable en 0 avec F’(0) = 0.
xr— €T
F
e lim (z) = 400 , autrement dit la courbe de F' admet une branche parabolique

r—> 400 X
de direction (oy).

5)PourtoutmERj_\{l},ona:F(:L')—G(:v):/ (1 1 >dt—/ t_ldt:

Int tInt tInt
H(z*) — H(z) ot H primitive de h : t % ainsi xli£11 (F(z) — G(x)) = 0 car H
continue, d’oit lim F(z) = Jim G(z) = In2 (d’apres .
On posera dans la suite F(1) =In2.
6) On a xligll F'(xz) =1 (prolongement de la dérivée) donc F est dérivable au point 1,

avec F'(1) = 1.

Fin

a la prochaine
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