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CORRIGE DS 4

Fonctions réelles

Lundi le 10 Janvier 2005

Partie I : Résultats généraux et exemples d’éléments de E

1. f est non nulle, donc zp € R tel que f(zg) # 0, et soit (s,), (s],) deux suites adaptées a
f,donc Vn € N*,Vz € R, on a: s,f(nxr) = s, f(nz), en particulier pour z = 2 on aura
spf(nzg) = s}, f(nxo), or f(zg) # 0, d’out s,, = s),, donc la suite (s,) est unique, d’autre part
pourn =1z =uxzp,0na: f(xg) = s1f(xg), d’ott 57 = 1.

n—1

k
2.SifeFE alorsVn e N Vx € Rona: Z f(z+ =) = spf(nz), si on dérive cette égalité on
n
k=0
n—1 k
trouve Z f'(x+ =) =ns,f'(nz), donc f' € E eta (ns,) comme suite adaptée.
n
k=0
n—1
3. Soit f une fonction constante de valeur q, alors Z f(x+ =) =na=nf(nx),donc f € E avec
n
k=0
comme suite adaptée la suite s,, = n.
n—1 k n—1 k 1 1 1 n—1
— 1 — — —
4. A(x) =z —5 Vo € R,doncZA(x—l—E) = Z(w—l—g—? = n(x—i)—kaZk =
k=0 k=0 k=0
1, (n—1)n 1 L . .
n(x — 5) + Ty, T W5 = A(nx), donc A vérifie (1) avec s,, = 1 comme suite adaptée.
n

5. Oui car il est d’abord non vide et stable pour les loi + et .

6. 1" cas : nx = p € Z, alors x(nz) = 1,etx+% = I%kavec() < k < n-—1,ainsi on a
exactement n entiers consécutifs qui sont p,p +1,...,p+n — 1 parmi eux un seul est divisible

par n, donc parmi les nombres z + % = P** avec 0 < k < n — 1 un seul est dans Z, d’ou

~ n
n—1 k
ZX x4+ — | =1=x(nz).
k=0 "
1éme cas : nx = p ¢ Z, alors x(nz) = 0, supposons que 3k € [|0,n — 1]] tel que : = + % =peclZ,

alors nz = np — k € Z, contradiction, et donc Vk € [[0,n — 1]] =+ £ ¢ Z, et par suite

S, (o +£) =0-xon

Conclusion : x vérifie (1) avec comme suite adaptée s,, = 1.

n—1 n—1 n—1
7 (a) S = Z eQipTF(.I-‘y-%) _ eQime’ Z e2ip7r% _ eQipTrac Z ak avec a = e2ip7r%‘
k=0 k=0 k=0
n—1 k
Si p est multiple de n alors a = 1, et donc S = ne??™ et Z cos(2pm(xz + —)) = Re(S) =
n
k=0

n cos(2prx).

http : //www.chez.com/myismail Pagel/5 Tournez la page S.V.P.



PCSI 2

CPGE Med V- Casablanca Mr. Mamouni

(b)

(©

1—a" 1 e e k
Sinon alors § = e*#™r—— = ¥"T = (etdonc Y cos(2pr(z + —)) =
1—a 1— e2zp7rg P n

Re(S) = 0.

n—1
On applique la formule précédente pour p = 1,sin = 1 on a: Zu(m + ) =
n
k=0

n—1 n—1

g cos(2pm(z + E)) = cos(2mx) = sju(z) et pour n > 2 on a g u(z + E) = 0, donc
n n

k=0 k=0

u vérifie (1) avec comme suite adaptée la suite (s,,) telque:s; =1,5, =0 Vn > 2.

On a |4 cos(27Trz)| < &, donc le terme général de la série est rna]ore par celui
d’une série de Riemann convergente, d’oi1 la série de terme général o cos(2¢+ ! rz) est
normalement convergente. On peut en particulier permuter les sommes donc

n—1 400 L +o00 1 n—1 k
+1. +1

g E 5q Cos2Tm(x + —~ )) E % g cos(29 r(x + ﬁ))'

k=0 q= O q=0 k=0

n—1
or, en prenant p = 29, on a E cos (277 1 (z + =)) = 0'si n ne divise pas 29, c’est a dire
n

si n n’est pas un puissance de 2, on prend alors s, =0,
n—1

k
etsin=2%ona Z cos(29 r(x + —)) = 2%cos(21M e Vg > a
k=0
n—1+oo 1 k
etdanscecasZZ—cos (29T 7 ( x+ Z Zcos 29 (2 + ))
k=0 q=0 q= O k=0
+oo 1 +oo 1
1 41 -
Z 5w cos(21M ) = Z gcos(Qq *tlrnz) = wv(nz), en faisant le changement de
q=a q'=0

variable p’ = ¢ — « et en remplagant 2 par n, dans ce cas on prend s,, = 1.
Conclusion : la fonction v vérifie bien 1'égalité (1) avec comme suite adaptée s, = 1sin
est une puissance de 2 et s, = 0 sinon.

Partie II : Recherche des polyndmes éléments de E

1.

2.

3. P(z)

(a)

(b)

(a)

(b)

n—1 n—1
k ak a(n —1)
P — — ) = — = _—
osons P(z) = ax + b, dOHCZP(l‘-}- n) Z(am+ - +b) =n(ax +b) + 5
k=0 k=0
2b—a)—1
anx + n(b2a) = s, P(nx) = spanx + spb Vo € R, d’ou s, = 1.
D’aprés la formule précédente on a aussi % =b VneN,dou2b—a=0,b= —%,

donc P(z) = z —  est le seul polynome de dégré 1 qui vérifie (1).

On va raisonner par récurrence sur degP = p.

Pour p = 1, d’aprés (Il.1.a) la suite adaptée a P est s, = 1.

Si deg P = p + 1 vérifie (1) dont (sy,) est sa suite adaptée, alors d’aprés (1.2) P’ vérifie (1)
aussi dont la suite adaptée sera (nsy,), or deg P’ = p, I'hypothése de récurrence implique
que : ns, = ﬁ d’ou s, = #

D’aprés (Il.1.b) si degP < 1 alors P(z) = 0 ou bien P(z) = x — 3, dans tous les cas

/ 1 P(t)dt=0.
0

T

1
= / Q(t)0t + C', ainsi P est déterminé a constante prés, or / P(t)ot = 0, donc la
0

0
constante est unique.
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(a)
1

(b) Bi(z) = Bo(z) =1 = Bi(z) = 2+, or/ Bi(t) = 0, d’ou b = —1i. De plus
0

1
Bl(xz) = Bi(x) = x—l,donc By (z) = mQ—%+ctel que: /0 By(t) =0,d’ou %—%—i—c =0,

d’ott ¢ = — 15, donc By (z) = % — 44
4. On fait les calculs a I'aide de Maple :
> B 2 : =X->X"2/2-x/2+1/12;
1 1
B2:i=2— -a®— ~ax+—
A L R T
> sum(B_2(x+k/n),k=0..n-1) ;;
1
1 1 19
S22 e 12
5 r°n 5 T+ "
> B_2(n*x);
1 1 1
B n?x? — B nx+ 12
n—1 Ek 1
On remarque alors que : ZBQ(.’L’ + —) = —Bs(nz), donc By vérifie (1) avec comme suite
n n
k=0
adaptée s, = 1.
n—1
5. (a) On dérive, et comme B'p = B,,_1, donc (¢ — ) (z) = ¢'(z Z By_i(x —|—
k=0
1 1

ﬁBp_l (nz) = 0, car d’aprés (IL.2.a) la suite adaptée a B, est s, = = puisque c’est
T

un polynéme de degré p — 1 qui vérifie (1). Ainsi (gp - 1/1)’ =0, donc p — ¢ = C"™.

(b) Ona: / x)dx = Z / (T —|— )dx = Z / u)du, en utilisant dans chaque
0

intégrale le changement de variableu = z+ £, et d’aprés la formule de Chasles on conclut

1 1
que/ p(z)dx = / By(u)du.
0 0
1 1
D’autre part, a 'aide du changement de variable v = nz, on a : / P(z)dx = / =
0 0

1 1
B du = 0.
2 /0 p(u)du =0

(c) Onayp—1y =C' = ), donc% = /0 Adx = /n(gp—i/))(x)dx = /on go(x)dx—/on P(x)dx =

0
0, d’'ott A = 0, d’o1 ¢ = ¥ et donc B, vérifie I'équation (1) avec comme suite adapté

3=

6. Raisonnons par récurrence sur degP € N.
SidegP = 0 alors P = A\ = ABy.
Supposons le résultat vrai jusqu’au degré p et montrons le pour le degré p + 1. Soit P polynome de
degré p + 1 qui vérifie (1), alors P’ est de degré p et vérifie aussi (1), donc P’ = AB,_; = )\BI’,, d’oi1
n—1
k
P(z) = ABy(z) + C' = AB,(x) + p, P vérifie (1), donc » _ P(z + ~) =
k=0

o P(nx), d’aprés (I1.2.a),
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n—1
k
donc Z By(z + ﬁ) +np = | (Bp(nx) + ), or By, aussi vérifie (1), d’oti 'égalité ny = —l=r qui
k=0
entra

Partie III : Etude des fonctions indéfiniment dérivables de E

1. (a) Il est clair que 0 est linéaire parceque 6(¢ + A¢)(z) = (¢ + M) (x + 1) — (¢ + M) (x) =
p(x+1) —p(x) + AW (x + 1) = ¢(x)) = 0(p)(z) + A0(¢) (2).
D’autre part p € § & p(x + 1) = p(z) Vr € R < ¢ 1 - périodique.

(b) Si P fonction polyndmiale de degré n, alors P(z) = a,2" +a,—12" ' +... ap, aveca, # 0,
donc 6(P)(z) = P(z+1)— P(z) = an((z+1)" —2") +ap_1((x + )" =2 )+ .. a1 =
an((z+ D" P (e 4+ D" 204+ 42" D+ ar = napa™ 4 b0z 2 4 .. by, d'ott
J(P) est aussi une fonction polynomiale de degré n — 1 et de coéfficient dominant na,,.

n—1 n—1

2. On a donc s, f(nz) = Zf(:l: + %),snf(nx +1) = spf(n(z + %)) = Zf(x +

k=0 k=0
n—1

> (e + 5, done sy (F)(ne + 1) = suf(ne) - suflnr) = 3 fa+ 5y =3 pa+ Ky =
k=1 k=1 k=0
fl@+1) = f(z) =0f().

3. (a) Récurrence trés facile a faire. a¥g(z) = g(%) = o lg(z) = ag(Z) = 9(5i51), en
utilisant ’égalité (3) pour %~.
(b) Siaw=0,alors (3) = g(z) =0 VreR,doug=0.
(©) Sila| > 1Lalors (4) = g(z) = %g(%) Vo € R, or . lin.rJlr 9(%) = g(0) car g

continue donc g(z) = lim g(z) = lim g (%) = g(0), d’autre part (3) implique

k—>l—>+oo k——+o00
pour z = 0 que g(0) =0d’ottg(x) =0 Vz e R,doug=0.

(d) Si on dérive I'égalité p fois on trouve, 3¢?)(2z) = g () avec B = a2P, on alors |3| > 1
si on prend p assez grand tel que p > _I?T\gl‘ Ainsi g) vérifie (3) avec |3] > 1 d’aprés
(IML.3.c) g'P) = 0, donc g est polyndmiale de degré inférieur a p.

(e) g est soit nulle d"aprés (IIL.3.b) et (II.3.c) ou polyndmiale d’aprés (II1.3.d), dans tous les
cas elle est polyndomiale.

4. (a) D’aprés (2), en posant g = 6(f),n = 2 on a s2g(2x) = g(x), donc g vérifie (3) avec § = s9,
donc est polyndmiale d’aprés (II1.3.e).

(b) degd(f) = ¢, donc §(f)(x) = aqz?+ ...+ ap avec a, # 0, en comparant les coefficients
de 2? dans I'égalité (2) on trouve s,agn? = aq, d’ott s, = . Ainsi §(f)(nz) = nPs(f)(z)
ce qui donne agniz? + ag_1n? 'z 4+ .+ ag = nlagz? + nlag_ 1z + ... + nlag, en
identifiant les coefficients de chaque puisance on trouve que ag_1 = ... = ag = 0. D’our
3(f)(x) = aqx? avec aq # 0.

(c) On sait que B, est polynomiale de degré p dont le coefficient est 1 donc 6(B,) est aussi
polyndmiale de degré p — 1 et de coefficient dominant égal a p d’aprés (IIl.1.b), d’autre
part B, vérifie (1) donc d’aprés la question précédente §(B,)(x) = paP~ L.

(d) §(f —ABp) = 0(f) — AS(Bp) = ax? — A\pxP~! = 0, si on prend donc ¢ = p— 1,a = Ap, c'est
adirep=g¢+1,A= 2. Enposanth = f —AB,, ona d(h) = 0 et d’aprés (IIl.1.a) on conclut
que h est 1 - périodique, elle est aussi de classe C>° comme différence de deux fonctions
de classe C*. La suite s, = - est a la fois adaptée a f et a B, car p — 1 = ¢ donc celle
adaptée a h = f — AB, est 2.
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Partie IV : Ftude des fonctions indifiniment dérivables et 1- périodiques de E

1. (a) Comme g est 1-péridique alors g(k) = ¢(0), il suffit donc de montrer que g(0) = 0, en
effet g(0) = g(n) — 0 ,donc g(0) = 0.

®) 9(3) = 9(3 +n) = g(2L) = g(§) — 0quad n — +oo, d'ott g(1) = 0. De méme
g(8) =g(E+n)= (p";q) g(%) — 0 quad n — 400, d’ot1 g(£) = 0.

() Ve € R r, € Qtelque:z = Em Tn, OF g est continue donc g(r,) — g¢(z), en plus
g(rp) =0d’ou g(x) = 0.

z+1
2. (a) Posons g(z) = / f(t)dt, alors ¢'(z) = f(z + 1) — f(x) = 0 d’our g est constante. En
particulier g(x) = 9(0).

n—1 1
k
(b) 2~ f(nx) % E flz+-=)— / f(z +t)dt, d’aprés le théreme des sommes de Riemann,
n 0
=0

z+1 1
or /0 f(o +u)du = / F(t)dt = g(x) = g(0) = /O F(t)ae

1
3. f(nz) =22 f(nx)- — / f(t)dt x 0 =0, d’aprés (IV.1) on conclut que f = 0.
0

4. (a) On sait d’aprés (1.2) que si f vérifie (1) et a (s,,) comme suite adaptée alors f’ vérifie aussi
(1) et a (ns,) comme suite adaptée, et par récurrence, f¥+1) vérifie (1) eta (s], = n*'s,)
comme suite adaptée, et alors % — o0 et d’aprés (IV.3) on conclut que f*+1) =0, donc
f polyndmiale de degré k.

(b) Posons g(z) = f(x)— f(0), g est polynomiale de degré k tel que g(0 ) g(l)=...9(k)=0,
donc admet un nombre de racines supérieur a son degré, d'ott g = 0 et donc f est
constante.

5. Soit f solution de (1) d’aprés (IIL.4.d) f — AB, est 1-périodique et vérifie (1), d’aprés (IV.4.b)
/' — AB, = C'¢, donc f est polynomiale de degré p et vérifie (1) d’aprés (IL7) f = AB,.

FIN DU CORRIGE
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