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EXERCICE : Interpollation, méthode des trapèzes.
Soit f : [a, b] −→ R une fonction de classe C2. On note M = max

[a,b]
|f ′′| dont

on admet l’existence d.
1. Montrer qu’il existe une unique fonction affine ϕ telle que ϕ(a) = f(a)

et ϕ(b) = f(b). On dit que ϕ interpolle f aux point a et b.
Expliciter ϕ(t) pour t ∈ [a, b].
2. Étudier la convexite des fonctions g(t) = f(t) − ϕ(t) −M(t − a)(t − b)

et h(t) = f(t)− ϕ(t) +M(t− a)(t− b).
3. En déduire la majoration de l’erreur commise en remplaçant l’arc de

courbe par sa corde sur le segment [a, b] :
∀x ∈ [a, b], |f(x)− ϕ(x)| ≤ M

2
(x− a)(b− x) .

4. En déduire

∣∣∣∣∫ b

a

f(x) dx−
∫ b

a

ϕ(x) dx

∣∣∣∣ ≤ M
12

(b− a)3.

Pourquoi parle on ici de méthode des trapèzes.

PROBLÈME
I. Soit F une primitive sur R de l’application f qui, à tout réel t,

associef(t) =
1

2t2 − 2t+ 1
.

1. Justifier l’existence de F ; Y a-t-il unicité d’une telle fonction F ?
2. Soit g la fonction définie sur l’intervalle I =

]
−π

2
, π

2

[
par g(x) =

F
(

1−tanx
2

)
. Calculer la dérivée de g ; en déduire que g est une fonction affine

sur l’intervalle I.

3. En déduire la valeur de l’intégrale J =

∫ 1

0

dt

2t2 − 2t+ 1
.

II. Pour tous p et q entiers naturels non nuls, on pose

I(p, q) =

∫ 1

0

tp (1− t)q dt

1. En majorant convenablement l’expression t(1− t) pour t ∈ [0, 1], donner
une majoration de I(n, n). En déduire la limite de I(n, n) lorsque n tend vers
+∞.

2. Montrer la relation : ∀ p, q ∈ N∗, I(p+ 1, q + 1) =
q + 1

p+ 2
I(p+ 2, q) .

3. En déduire que, pour tout n entier naturel non nul, on a

I(n, n) =
(n!)2

(2n+ 1)!

III.1 Pour tout t ∈ [0, 1] et n ∈ N, simplifier l’expression 1+
n∑
k=1

2ktk(1−t)k .

2. Pour tout n ∈ N∗, on pose Sn =
n∑
k=0

2k (k!)2

(2k + 1)!
.

Montrer que lim
n→+∞

Sn =
π

2
.

Fin.
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