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Premieére Partie.

I.1
I.1.a. I suffit d’appliquer (*) pour z = 0.
I.1.b. En utilisant le théoréme d’encadrement (ou des gendarmes), dans (*) on conclut que lign flz) =

0 = f(0), d’ou f est continue en 0.

1.2. L est non vide car contient la fonction nulle, d’autre part si f, g vérifient (*) et A € R alors f + Ag
vérifie aussi (*), donc L est un R- sous espace vectoriel de E.

1.3. Soit z € [0,al, en utilisant le Théoreme des accroissement finis (TAF) sur l'intervalle [0, z],

g(x)

et comme ¢g(0) = 0 on a: Jc €]0,z[tel que: = ¢'(c¢), or ¢ est bornée sur [0,a], donc

g(z)| < Az, d’ou g vérifie

JA € Rtelque:|¢'(t) < A Vit |[0,q], enpartlcuher\ UG )] < A, d’ot

(*).

14. )

I.4.a. Posons yo(x) = e_x/ g(t)dt, donc y((z) = —yo(x) + e "g(x) parceque (/ g(t)dt> = g(z).
0 0

or yo(x) + yo(x) = h(x), d’ott g(x) = e*h(x), et donc yo(x) = ez/ e'h(t)dt.
I4b. On a h est bornée sur [0, a], donc EIA € Rtelque:|h(t) < A Vt [0,a], dou |yo(z)] <

e“‘/ ef|h(t)|dt < e"’”A/ eldt <e ™A [ e*dt = Ax,care! <e¥ VYt e [0,7] etcar/ e’dt = e”,
0

puisque e” ne depond pas dela Varlable d’lntegratlon t. Donc yg vérifie (*), d’'ot1 yp € L.

I5.a. (1 — ) Z:c —Zx _l«zx _Zx Z:Ck—i-l

L
:1+x+x2+...x”—x—x2—...—1:”“:1—33"+1,d’01‘1$:E zF.
1—=x —
“ 1 ~ p L—ant! 1
I5b.Pour0<z<lonal-—z"" <let > 0, d’ot = .
ure = v - 1—=x uz;x l—-2 ~1—=z
D’autre part i k li 1-em L car "1 Opuisque 0 <z <1
im E ¥ = lim = x — x .
p n—+o00 n—too 1 —x 1—z puisq -

Deuxiéme Partie

n+1 n

x T x

II.1.a. On a up11(x) — up(x) = Zcp(z—k) — Z@(z—k) = @(2n+1) >0cary > 0,deplusp > 0
k=0 k=0

et vérifie (*), donc 3A € Rtel que: ¢(t) < At Vt € [0,a], d’olt u,(x Z 90 ) < ZAz% =

k=0 k=0

n
1
Ax Z oF < 2Az, en utilisant 1.5.b. pour %
k=0
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II.1.b. Parceque toute suite croissante majorée converge vers une limite finie.
II.1.c. D’aprés la question précédente ona: 0 < u,(x) < 2Ax, en passant a la limite quand n — +o0o
on obtient 0 < u(z) < A'z, avec A" =24, donc u vérifie (*) et par suite u € L.

= x x x
I1.2.0na: uy(z) —un(%) = E:@z% = elgm) = ol )+w%)+ H (o) —el(5) —els) -
k=0
X iE
e So(ﬁ) =(z) - @(W)-

Au passage a la limite quand n — +o0c on obtient u(x)—u(35) = ¢(z)— lirf ¢(5arr) = @(x)—0(0) =
¢(x) car ¢ continue en 0 avec ¢(0) = 0, d’aprés I.1.a et I.1.b. puisque ¢ vérifie (*), d’ol1 u vérifie (**).
IL2.b. f et g vérifient (**), donc f(z) — f(5) = ¢(x),9(x) — g(5) = @(z), en faisant la différence on
obtient h(z) = h(§) Vz € [0,a], en on montre alors par récurrence sur n € N que h(z) = h(5).
I1.2.c Soient f, g deux fonctions continues vérifiant (**) telles que f(0) = ¢(0), pour h = f —g,on h
est continue avec h(z) = h(g5), faisons tendre n vers +oc, alors h(z) = h(0) =0 Vz € [0,a], d’ott
f =gsur[0,al.

[L.2.c. f vérifie (**), donc Vk € [|0,n[] on a : f(57) — f(551) = ¢(5r), on somme ces égalites,

en remarquant la somme a gauche est télescopique on obtient f(x) — f(557) Z o( Qk ), d’out

f(@) 2’”'1 )+ Z o 2k
I.2.d. Soit f € L Verlflant (**) d’aprés la partie I, f est continue en 0 avec f(0) = 0 et d’aprés
n

la question précédente f(z) = f(g5r) + ng(%), on fait tendre n vers +oo d’ou f(x)
k=0

)+ lim Z (p ), donc une seule fonction vérifie (*) et (**), c’est la fonction w.
n—-+o0o
I1.3.
34, 22| Z 30-1) < o1 2 4 va € [0, ], donc [pa(z)| < Az Va € [0, a], d'ott pa vérifie (%),
X
d’autre part ¢, (7) = e*"% >0 Vzr € [0,a).
n n
’ 4 _ _ L o1 k
I1.3.b. D’aprés 11.2.d f(z) = = nglfoo Z ©Yal Qk = nﬂﬂo Z T = ngrfoo Zor avec
n
1 —prtt 1 1 20
_ 1 k JREN _ 1 _
0<r—20<1,0rkz_0r = 1_T,douf(x)—:co‘ﬁ—1:°‘1_2% —xo‘2a_1

FIN DU CORRIGE
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