Mamouni DS1 (08-09) mamouni.myismail@gmail. com
MPSI-Maths Corrigé www.chez.com/ myismail

g2 P A e
osF sl Fsl Y [ g

fu\ D Gas

Corrigé DS1 (08-09): ‘Dérivées, primitives
Fonctions usuelles

HX5-MPSI, CPGE My Youssef, Rabat

4

:;. LSRR I B S "“Eu
A P =~
LT e ta a il

Mercredi 29 Octobre 2008

Durée : 3 heures

Blague du jour :

Un mathématicien, un physicien et un biologiste sont dans un train au Maroc. Par la
fenétre, ils apercgoivent un mouton noir.

-Comme c’est intéressant, s’exlame le biologiste, au Maroc, les moutons sont noirs!

- On ne peut pas dire ga, réplique le physicien. Certes, il existe au moins un mouton
noir en Irlande.

- Allons, allons, continue le mathématicien, la seule chose que ’on puisse affirmer, c’est
qu’il existe au moins un mouton, dont au moins un c6té du mouton est noir !

Mathématicien du jour : Machin
John Machin (1680 - 1751) est un mathématicien anglais, connu prin-
cipalement pour avoir calculé en 1706, 100 décimales de 7 grace a la

T
formule qui porte son nom : i 4 arctan — — arctan 1239. Malgré un

nom de famille trés drole, John Machin a enseigné les mathématiques
a Brook Taylor. Il était aussi professeur d’astronomie, secrétaire de
la Royal Society et membre de la commission qui décida de la priorité
de Calcul entre Leibniz et Newton en 1712.

PROBLEME 1. source : Francois Dehame, PCSI, France.
PARTIE A :
n—1_—

A.1l. On a fl(z) = %(n —z), donc f, est croissante sur [0,n] et décroissante sur [n,+oo|

avec fn(o) =lim; 1o fn(x) =0.

A.2. On calcule f,(z) — fo_1(x) = ”ntfﬂ (x —n) = —f](z) donce C,, est au-dessous de C,,_; sur
I’intervalle |0,n[;e C, est au-dessus de C,_; sur lintervalle |n,+oo[.Les courbes C,, et C,,_1 se
rencontrent a ’origine O et au point d’abscisse n, ce qui veut dire que f,(n) = f,_1(n).
PARTIE B :

B.1. En utilisant la question A.2. et la décroissance de la fonction f,_; sur l’intervalle
[n —1,400[, on obtient

Un = fn(n) = .fn—l(n)fn—l(n - 1) = Up—1,
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donc la suite u est décroissante. Comme elle est a valeurs positives, elle est minorée (par 0),
donc elle converge.

B.2. Posons ¢(t) = In(1 +¢t) —t + ﬁ pour t € [0,1]. On calcule ¢'(t) = 2(t1+1t)), expression négative

pour t € [0,1], donc g est decr01ssante sur cet intervalle. Comme ¢(0) = 0, il en résulte que g(t)0
pour ¢ € [0, 1], ce qui est I’'inégalité demandée.

Sinl,ona = €[0,1] et on peut appliquer I’inégalité ci-dessus avec t = - ; cela donne In (1 + ) 1

47112, ou encore nln (1 + n) 1— 4. et, en prenant I’exponentielle (fonctlon croissante, donc conser-

1
1—
vant le sens des inégalités), on trouve (1 + ﬁ) in

(n+1)7L+1 —(n+1) nl

B.3.Ona "Z“ = ==y e = % (1 + %)n apres quelques simplifications. La majoration
1

un+1€ M.
’Vl

de la question précédente donne immédiatement

Un—1 X Unp
Un—2 Un—1

On a u; = fi(1) = e7! et, pour n2, on écrit u, = u; x 2X X et en multi-
uk+1e 4k

o pour k € entl,n —

pliant membre 4 membre les inégalités (entre termes positifs)
lent, onobtientl’inégalitédemandée.

B.4. Par la relation de Chasles, on a ['% = Zk 1 :H% et, la fonction z — 1 étant
décroissante sur 7, on a fk+ gt 1 (s aider éventuellement d’un schéma) pour tout k € entl,n —

. 1
lentdonc, ensommantcesmegalztes,f1 7 Z:l é, ce qu’il fallait prouver.

De cette derniere inégalité et de la question B.3., on déduit

0 ( 1 /“ dt) —1—71I1nn 1
Uy €XP — = —_ e = .
4./, t eyn

—1-41
Comme lim,, , € mn 0, il en résulte que lim,,_, ., u, = 0.
PARTIE C :
C.1. Une intégration par parties donne Ii(a) = [te 'dt=1— (a+ 1)e”

C.2. Puisque ¢! € [0,1] pour t0, ’encadrement 0f, ( )%, est immdiat. On en déduit

a ¢n tntl a qnt1
0l,(a — dt = = .
(a) o n! |:(TL+1)!:|O (n+1)!

C.3. La suite (u,) est décroissante d’apres la question B.1., donc u,u; pour tout n €*, c’est-a-

n"e” 1 e\"
< 1 ou encore a1 < (5) .

. n . -n
dire ™5 % donc a fortiori - ,e

De ’encadrement de la question C.2., on déduit alors

Oln(a)<< ac )nﬂ :

n+1

donc lim,, .1 I,,(a) = 0 puisque le majorant tend vers zéro lorsque n tend vers +co : en effet,

n+1
In [( e ) } = (n+1)[In(ae) — In(n 4 1)] tend vers —oo lorsque n tend vers +oo.

n+1
C.4. Il est commode d’utiliser ici la relation fn — fn—1 = —f] observée a la question B.1. : en
intégrant cette relation sur l’intervalle [0, a], on obtient alors
@) = a(a) = = [ a0 dt = =[O} = ~Fula)

a

soit I,,(a) = I,_1(a) — “n;jf

C.5. En sommant les relations I;(a) = Ix_1(a) — 2 4 n et en simplifiant, on

obtient
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Lie) = hle)- o - To— - =T

e (52).

k=0

C.6. La relation ci-dessus peut s’écrire ZZ:O%T = ¢*(1 — I,(a)). Comme lim, 4o In(a) = 0

(question C.3.), on obtient lim,_, (ZZ:o %) = e

On écrit ce résultat sous la forme e* = z:é ‘]’c—lf

Probleme II. source : Union des professeurs des CPGE Agronomie.
Dans ce probléme, on considére a € R et f :[0;a] — R continue et strictement croissante
sur [0;a], dérivable dans l’intervalle |0;a[ et telle que f(0) = 0. La fonction f est alors bijective
de [0;a] dans [0; f(a)] et admet une réciproque, notée g. On remarquera que g est continue sur
UVintervalle [0; f(a)] et strictement croissante sur cet intervalle.

1) a) Dans les deux premiéres questions, on montre que, pour tout réel o € [0;a], on a la
a f(e)
relation (1) définie par / flx)dx +/ g(y)dy = af ().
0 0

i. Justifier que l’on a ¢(0) = 0.

On sait que f(0) = 0 donc le seul antécédent de 0 par f est 0, ce qui prouve que
9(0) = 0.

ii. Exemple : On prend f(r) = 2P avec p € RY. Vérifier la relation (1).

La fonction f(z) = zP réalise une bijection de [0;a] sur [0;a”] dont la réciproque
est définie par g(y) = y/y. Alors, pour tout « tel que 0 < a <a,

o fl@) @ o’ Pt PYYYqar
d d Pd Yydy =
| r@aes [ amay = [erars [T gman= )+ (2

p+1 p+1
B §+1 +];a+1 =" =af(a),

donc

’si f(z) = 2P, la relation (1) est vraie.‘

o f@)
b) Pour tout réel a € [0;a], on note p(a) = / f(z)dx —|—/ gy)dy — af(a).
0 0

i. Exprimer la fonction ¢ a l’aide de f et de primitives de f et g.

Si F' désigne la primitive de f qui s’annule en 0 et si G est la primitive de g qui
s’annule en 0, alors

p(a) = F(a) + G(f(a)) - af(a).

ii. En déduire que la fonction ¢ ainsi définie est continue sur [0;a].

La formule de la question précédente nous permet de voir que ¢ est la somme
et la composée de fonctions continues donc, en vertu des théorémes généraux de
continuité,

’gp est continue sur [0; a].‘
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iii.

iv.

Montrer que ¢ est dérivable sur |0;a[, de dérivée nulle sur |0;a[ et en déduire que
¢ est constante sur [0;al.

La formule de la question (i) nous permet de voir que ¢ est la somme et la
composée de fonctions dérivables donc, en vertu des théorémes généraux de
dérivabilité,

’go est dérivable sur ]0;a]. ‘

De plus, pour tout « vérifiant 0 < a < a, on a
¢'(a) = f(a) + f(a)g(f(a)) = fla) — af'(a) = f(a) + f'(@)a — f(a) - af'(a) =0,

ou1 'on a utilisé le fait que g(f(a)) = a, donc

’cp est de dérivée nulle sur |0;al. ‘

Comme ]0;a[ est un intervalle, on en déduit que ¢ est constante sur ]0;a[. Comme
¢ est continue sur [0;a], on peut en déduire que

’(p est constante sur [0; a].‘

Vérifier que p(0) =0 et en déduire l’égalité (1).

Comme f(0) =0, on a

0 £(0)
2(0) = /0 f(x) da + /O g(y)dy — 0 x F(0) = 0,
donc
©(0) = 0.

Comme ¢ est constante sur [0;a] et nulle en 0, on sait que ¢ est nulle sur [0;a], ce
qui revient a dire que

’1a relation (1) est vraie. ‘

w/4
2) a) Dans cette question, on applique la formule précédente au calcul de / Vtanz dx.
0

i.

Soit P(z) = z* + 1. Montrer que P(z) = (2% + 2v/2 + 1)(2? —2v/2 + 1) et en déduire
2 Q( T B T )
e+l 4 \g2 0241 224 aV2+1
Ona P(z)=22+1+222 - 222 = (22 +1)? — 222 = (22 + V2 + 1)(2? — 2v/2 + 1), donc

que

Pz) = (22 + 2v2 4+ 1)(2? — 2v/2 + 1).

Il s’ensuit que

V2

7( x B x ) r(@?+2v2+1) —w(z? —2v2+1)
4 \22 — 2241 224+2v2+1

v2
4 (@22 —2V24+1)(22 +2v2+1)
V2
4

2\/51‘2

x4 +1

9

donc

x2 \/5( x z )
t+1 4\ — V241 2?4 av241
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12
ii. Montrer que / 496 dz f / #dx en utilisant un changement de
0 +1 122 — V24

variable.

D’apreés la relation précédente, on a

/1 x2 f/ x_\/i/l T e
0 $4+1 mz—m\wal 4 Jo 224+ av2+1

En effectuant alors le changement de variable v = —x dans la seconde intégrale,
il vient

Log2 \/? ! x \f
———dr = — —dx — (—du)
o zt+1 4 Jo 22 —2v/2+1 —u\f—i—l
\@ ! T \f T
ECN S S C R L S
4 Jo 22 —2v/2+1 4 J 122 —2v2+1

/1 332 \/7/
Jj.
0 5[}4 1 1 x2 —$f+1

12
iii. En déduire que / 7
o T +

donc

1do: = (\len(Bf 2v/2) +\f27r) /8. On pourra utiliser le chan-

gement de wvariable v = xv/2 — 1 ainsi que la formule valable pour tout réel x
strictement positif : arctanz + arctan(l/z) = /2.
1

En posant u = 2v/2 — 1 dans I’intégrale / dz, il vient

T
_11'2—1'\/54-1

/1 T /1 2w

1 x2—aV2+1 _1(\/596—1)2—1—1
B Va1 V2(u+1) du
= ‘/_\/5_1 U2+1 ﬁ

V2-1
1
= / ut du

,\/571'11/2"'1
[ha|u2 +1| + arcta }\/5*1
= _— I n
5 C u—\/§—1
1. 4—2V2
= Zln—= = 4 arctan(v2 — 1) + arctan(v2 + 1
v (vV2-1) (VZ+1)
1. 2-42 1
= —In (arctan V2 — 1) + arctan )
2 2+\/ ( ) V2 -1

=3— 2\/ =m/2
1
= ShB-2v2)+ 7

donc, d’apreés la formule de la question précédente,

1.22 7T
/Omdx \f In(3 — 2v/2) + ‘[

b) Dans cette question, f, désigne la fonction, définie sur [0;7/4], par fo(z)=+/tanz.

i. Montrer que f, est strictement croissante sur [0;7/4], continue sur [0;7/4] et
dérivable sur |0;7/4]. Jusitifier l’existence de la fonction f,~' et donner l’expres-
sion de cette fonction réciproque.

Page 5 /


mailto:mamouni.myismail@gmail.com
http://www.chez.com/myismail

Mamouni

DS1 (08-09) mamouni.myismail@gmail.com

MPSI-Maths Corrigé www.chez.com/ myismail

La fonction fj est strictement croissante sur [0;7/4] (respectivement continue sur
[0; /4], respectivement dérivable sur ]0;7/4]) comme composée de fonctions stric-
tement croissantes sur [0;7/4] (respectivement continues sur [0;7/4], respective-
ment dérivables sur |0; 7/4[). Comme f([0;7/4]) = [0;1], le théoréme de la bijection
permet alors d’affirmer que f, admet une fonction réciproque f,~! définie de [0; 1]
vers [0;7/4] telle que, pour tout y € [0;1], Vtanz = y ot « = fo ' (y). Or Vtanz =
y <= tanz =y? <= x = arctan(y?) car z € [0;7/4], donc fy,~!(y) = arctan(y?). Pour
résumer,

la fonction f; est strictement croissante sur [0;7/4], continue sur [0;7/4],
dérivable sur |0; 7/4[, bijective de [0;7/4] vers [0;1]. De plus, son application
réciproque fo~!:[0;1] — [0;7/4] est définie par f,!(y) = arctan(y?).

1
ii. Calculer / arctan(yQ) dy par intégration par parties.
0

Les fonctions y — y et y — arctan(y?) étant de classe C! sur [0; 1], on peut effectuer
Pintégration par parties suivantes :

1 1 9 2
/ arctan(yQ) dy = [Z/ arCtan(QQ)](lj - / 1 +yy4 dy
0 0
D) 2
= arctanl — 2(% In(3 —2v2) + %)

ot ’on utilisé le résultat de la question 2. a) iii. Donc

/ arctan(y?) dy = % - g In(3 — 2v/2).
0

/4
iii. En utilisant (1) et la question précédente, donner la valeur de / Vtanzdz.
0

La fonction f; satisfait toutes les hypotheéses pour que I’on puisse lui appliquer
la formule (1) avec o = a = /4. 11 vient alors

w/4 1
/ Vtanz dz + / arctan(y?) dy = Z
0 0

car fo(m/4) = 1. Il s’ensuit que

w/4 1
/ Vtanzdr = % — / arctan(y?) dy,
0

0

ce qui donne, en vertu du résultat de la question précédente, que

/ﬂ/4 Vtanz dz = g (7 +In(3 — 2v/2)).
0

3) Dans cette question, on revient au cas général. o désigne un réel vérifiant 0 < a <a et 3
un réel vérifiant 0 < 5 < f(a).

a)

Montrer, en distinguant deux cas selon la position relative de 3 et f(a), que l’on a
B

16 a .
/ g@ﬁ@Zaw—¢&mzquwﬂbna<m:aﬂsA ﬂ@dx+A 9(y) dy.

f(a)
Supposons que f(«a) < . Comme la fonction g est croissante sur ’intervalle [0; f(a)],
on a Vy € [f(a); 8], g(f(a)) < g(y), ce qui donne «a < g(y). La croissance de l'intégrale
nous permet alors d’écrire que

B8 16
/ mwwz/ ady = a8 - f(a)).
fla) f(@)
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Supposons que f(«a) > 3. Comme la fonction g est croissante sur ’intervalle [0; f(a)],
on a Yy € [5; f(a)], g(f(a)) > g(y), ce qui donne a > ¢(y). La croissance de ’intégrale
nous permet alors d’écrire que

B8 fle) 6]
dy = — d —a)dy = a(f — f(a)).
/f oWy /ﬁ (= g(y)) dy > /f ey =a(s— f(@)

Ainsi, dans tous les cas, on a

B
/ o(y)dy > (B — f(@)).
f(a@)

Par suite, on a
z)dx -+ d = x) dx + d + d
0 0 g\y Y 0 0 gy Yy ; gy Y

(@)
=af(a) d’apreés (1) >a{B—f(a)}

> af(a)+a(8- f(w),

d’ou

aﬂg/oaf(m)dwr/oﬁg(y)dy.

b) Etudier sur [0; f(a)] les variations de la fonction h définie, pour tout t € [0; f(a)], par
t

la formule h(t) = ot — g(y)dy. Calculer la valeur de son maximum et retrouver

ainsi la formule (2).
La fonction h est dérivable sur [0; f(a)] comme différence de deux fonctions dérivables
sur [0; f(a)] (la seconde fonction est une primitive de g qui est une fonction continue
sur [0; f(a)]). De plus, pour tout ¢ € [0; f(a)], on a h/(t) = a—g(t) donc W' (t) > 0 <= a >
g(t) < f(a) >t puisque f est une fonction croissante. On obtient ainsi le tableau
de variation suivant

t |0 fa) f(a)
h'(t) + 0 -
h(f(a))
h(t)
0 h (f(a))

Or, d’aprés la relation (1), on a

f(a) a
h(f(0) = af(a) - / o(y) dy = / f(z)da,

0

donc d’apres les variations de h, on en déduit que

Ve [0:f(@)],  h(t) < / " () da,

B a a
ce qui donne pour t = 3, aff — / g(y)dy < / f(z)dz, c’est-a-dire af < / flx)dx +
0 0 0

/Oﬁg(y) dy.

‘Fin

a la prochaine
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