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Partie III : La fonction de Bessel.

1) Comme on peut intégrer à l’intérieur de l’intégrale J ′(x) = − 1

π

∫ π

0

cos t sin(x cos t)dt

et J“(x) = − 1

π

∫ π

0

cos2 t cos(x cos t)dt.

2) En effectuant une intégration par parties dans J ′(x) avec u′ = cos t, v = sin(x cos t), on

trouve que J ′(x) = − 1

π

[sin t sin(x cos t)]π0︸ ︷︷ ︸
nul

+

∫ π

0

sin2 t cos(x cos t)dt

. Ainsi xJ“(x)+

J ′(x) + xJ(x) = − 1

π

∫ π

0

(− cos2 t− sin2 t+ 1) cos(x cos t)dt = 0.

3) Pour tout réel x > 0, on pose I(x) =

∫ π

0

1

x2 + cos2 t
dt.

a) I(x) =

∫ π

0

1

x2 + cos2 t
dt =

∫ π
2

0

1

x2 + cos2 t
dt+

∫ π

π
2

1

x2 + cos2 t
dt = 2

∫ π
2

0

1

x2 + cos2 t
dt,

en effectuant le changement de variable u = π − t dans la deuxième intégrale.

b) En posant u = tan t, donc
1

cos2 t
= 1 + u2 et dt = (1 + u2)du, on trouve∫ π

2

0

1

x2 + cos2 t
dt =

∫ +∞

0

1

1 + x2 + x2u2
du =

1

x
√

1 + x2

[
arctan

(
xu√

1 + x2

)]u−→+∞

u=0

=

π

2x
√

1 + x2
, donc I(x) =

π

x
√

1 + x2
.

4) La transformée de Laplace de la fonction de Bessel J est

L(J)(x) =

∫ +∞

0

(
1

π

∫ π

0

cos(t cosu)du

)
e−xtdt =

1

π

∫ π

0


∫ +∞

0

cos(t cosu)e−xtdt︸ ︷︷ ︸
L(t7→cos(t cosu))

 du =

1

π
=

∫ π

0

1

x2 + cos2 u
du =

1

x
√

1 + x2
.

Partie IV : Transformée de Laplace de la fonction logarithmique.

1) Au voisinage de 0 :
√
te−t ln t −→

t−→0
0 (les puissances l’emportent au voisinage de 0),

donc intégrable.
Au voisinage de +∞ : t2e−t ln t −→

t−→0
0 (les exponentielles l’emportent au voisinage de

+∞), donc intégrable.

2) Pour tout réel x > 0 et entier n ∈ N∗, on pose :

{
Un(x) = (1− x

n
)n lnx si x ∈]0, n]

= 0 si x ≥ n
.

a) Pour x > 0 fixé, lim
n−→+∞

ln
(

1− x

n

)n
= n ln

(
1− x

n

)
∼ −x, donc lim

+∞
Un(x) =

e−x lnx

b) ∀x > 0,∀n ∈ N∗, ln
(
1− x

n

)n
= n ln

(
1− x

n

)
≤ −x, donc 0 ≤ |Un(x)| ≤ e−x| lnx|,

ainsi Un est intégrable sur ]0,+∞[ car la fonction x 7→ e−x lnx est intégrable sur
]0,+∞[.
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3) On a Jn =

∫ +∞

0

Un(t)dt, existe car Un est integrable sur ]0,+∞[, d’autre part

lim
+∞

Un(t) = e−t ln t, et puisque on peut permuter les signes limite et intégrale, alors

lim
+∞

Jn =

∫ +∞

0

e−t ln tdt.

4) Soit (n, p) ∈ N∗ × N∗, la fonction t 7−→ tp ln(nt) sur ]0, 1] puisque prolongeable par

continuité en 0. Une intégration par parties donne

∫ 1

0

tp︸︷︷︸
u′

ln(nt)︸ ︷︷ ︸
v

dt =

[
tp+1

p+ 1
ln(nt)

]1

0

−∫ 1

0

tp

p+ 1
dt =

lnn

p+ 1
− 1

(p+ 1)2
.

5) En posant le changement de variable u =
t

n
, on obtient Jn =

∫ n

0

(
1− t

n

)n
ln tdt =

n

∫ 1

0

(1−u)n lnudu = n
n∑
p=0

(−1)pCnp
∫ 1

0

up ln(nu)du = n
n∑
p=0

(−1)pCnp
lnn

p+ 1
−n

n∑
p=0

(−1)pCnp
1

(p+ 1)2
=

n lnn

n+ 1

n∑
p=0

(−1)pCn+1
p+1−

n

n+ 1

n∑
p=0

(−1)pCn+1
p+1

1

p+ 1
= −n lnn

n+ 1

n+1∑
p=1

(−1)pCn+1
p +

n

n+ 1

n+1∑
p=1

(−1)pCn+1
p

p
=

−n lnn

n+ 1
((1−1)n+1−1)+

n

n+ 1

n+1∑
p=1

1

p
=

n

n+ 1

(
n+1∑
p=1

1

p
− lnn

)
=

n

n+ 1

(
un +

1

n+ 1

)
.

6) D’aprés ce qui précède, on a :

∫ +∞

0

e−t ln tdt = lim
+∞

Jn = lim
+∞

n

n+ 1
un +

n

(n+ 1)2
= γ.

7) On a déjà vu qua la fonction t 7−→ e−xt ln t est intégrable sur ]0,+∞[, donc la trans-
formée de Laplace de la fonction logarithme est bien définie pour tout x > 0, avec

L(ln)(x) =

∫ +∞

0

e−xt ln tdt =
1

x

(∫ +∞

0

e−u ln
u

x
du

)
=

1

x

(∫ +∞

0

e−u lnudu− lnx

∫ +∞

0

e−udu

)
=

γ − lnx

x
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