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CORRIGE
Exercices de calcul. > Solution2:= dsolve(Equation2);
1) Solution?2 = y(x) = e*sin (z) _C2 + a” cos (z) .C1 + 1/32e™* (4z cos (z) + 4 sin (z) 22 — 4 sin (x)) €2® 4+ 1/32 e (2 x cos
> int((x-1)/((x+1)*sqrt (-x"2+4*x+5)) ,x=0..1);

arcsin (2/3) — 2/3 /5 — arcsin (1/3) + 2/3 /2
2)

> convert ((2xx-1)/(x*(x-1)"2*(x+1)"3) ,parfrac,x);

—2 ' +3/4(z+1) 7 -1/16 (z -1+ X (2 + 1)+ 18 (z— 1) P+ (z+1)”
3)
> i= (x73-1)*diff (y(x) ,x)+x*xy (x)=x;

(2® = 1) Ly () +ay (x) = @

Solutionl:= dsolve(Equationl);

= 14 YA Y

Equationl

Equationl
>

arctan((2/3 z+1/3)\/§) _C1
3

Solutionl = y (z) —
4)
> ch(x):=(exp(x)+exp(-x))/2;

ch(z) == 1/2e*+1/2e™"
:= diff (y(x),x,x)-2xdiff (y(x) ,x)+2*y(x)=x*cos (x)*cl

> Equation2

Equation2 = my (z) —2Ly(2) +2y(z) = xcos () (1/2e* +1/2e77)

> expand (subs(x=0,Solution2));
y(0)=1/32+ _C1
> expand (subs(x=0,0p(2,diff (Solution2,x))));
2
—-1/32+ _C2 + _C1
> with(linalg):
> A :=matrix( [[1,0],[1,1]1] ):
> b := vector( [-1/32,33/32]):
> Sol:=linsolve(A, b):C1:=Sol[1];C2:=S0l1[2];
Cl := —1/32
c2 =L
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IT] Deuxiéme probléme.

s

T 2
et A) _/0

II.1.b. Soit A et p deux réels positifs et = € [0, g}, alors :

oy IL1a. A(0) = cos(z)dx = [sin(x)]¢ = 1.



A <pu = An(cos(x))
— eAln(COS(z)) >
cos(z)* > cos(x)
A(XN) = A(p)

Donc la fonction A est décroissante sur RT.

pln(cos(x)) car In(cos(z)) <0

>
el wln(cos(z))
1

II.1.c. Pour cela, on utilise une intégration par partie.

s

Aln+2) = /2 cos(x)"?dx

0

_ /0  in(e) cos(a)"™d
= in(o) cos(a) 1] + (n-+1) [

uy
2

’ sin(z)? cos(x)"dx

=(n+1) (1 — cos(x)?) cos(x)"dx
0
=(n+1)(An) — A(n+2))
1
Dot (n+2)A(n+2) = (n+ 1)A(n), et donc A(n + 2) = ZizA(n)
2
II.1.d. A(2p) = 22( (p) IE ;T se démontre facilement par récurrence sur p € N,
p
- : 2p+1
en utilisant la relation : A(2p + 2) = T 2A(2p).

221”(19‘)2
2p+1)

la suite (A(n)) est décroissante, donc

A(n) < A(n—1) < A(n—2), don 1 < An=1 A =2)

De fagon similaire on démontre que A(2p + 1) =

I1.2.a. D’aprés la question I1.1.b.,

, d’autre part

A(n) A(n)
—1
d’aprés la question II.1.c. on a : A(n) = 1 - A(n —2), dou :
Aln = 2) S . Et donc lim M:L
A(n) n—1 n—+oo  A(n)
1A 1A
I1.2.b. Posons w, = nA(n)A(n—1), alors Wnt1 _ (n+1)A(n+1)A(n) _
Wy nA(n)A(n —1)
ntl jEZ ha 1; = 1, en utilisation la relation de la question II.1.c.
n J—

On a A(n) ~ A(n — 1) d’aprés I1.2.a. ainsi nA(n)? ~ nA(n)A(n — 1) =

Wy = Wq

= A(1)A(0) = g doit lim nA(n)? =

T
n—--+00 2
I1.3.a. n = [A], donc n < A <n+1, or la fonction A est décroissante donc

CAn+1) AN
< < ’ < < 1.
An+1) < AN) < A(n), dou A = Am) S 1
II.3.b. Comme n < A < n+ 1, alors A — 400 = n — +o0, or
nim%o A 1, donc nirgoo m =1, dou A(\) ~ A(n)
I1.3.b. On sait que hrri nA(n)* = =, dott A(n) ~ ,/%, d’ou
I1.4.a ! ! 0 < +1) < (p+1)2 dot
Aa. - — = r , d’ou
p p+l (p+1) P < ol =
1.1
PP p+l T (p+ 1)

1
I1.4.b. Il est clair que la suite (Z —) est croissante, et d’aprés la ques-

n

< 1 donc est majorée

S|

- 1 1
tion précédente, on a Z — < 1
ST -1 p

par 1 et par suite convergente, dont la limite est aussi majorée par 1.

II.4.c. On a : 1
! 1
[ st = |- s ) [ e
0 2nm 0 0 I

= 'M +/lg’(x)wdx

2nm 2nm
l9(0)] + |g(1)] N !

sup |¢' ()]
2nm 2nm dr
_g(0)] + Ig(l)l + sup |g' ()|

Ig( )|+ 1g(1)| + sup |g' ()]
27
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| o

= avec b =

— 3

II.4.d. On Z cos(2kmx) est la partie réelle de :

k=1



n n—1 n—1

2 : p2ikme eziﬂxE : plikme _ eziﬂxE : ( e2z’m)k

k=1 =0 k=0 ,
MmmnTT 3 mmnx
_ 622.ml —e _ains 2 sm(mrx)g
1 — e%imz 2sin(mx)eim®
— sm(mrx) ei(n+1)7rat
sin(mx)

sin(nmx)

D’ou 2 Z cos(2kmx) =2

k=1

Sn(ra) cos((n + 1)mx)

= 2sin(nnz) cos(nwz)cotan(mz) — 2sin®(nrx)
= cotan(mz) sin(2nmx) + cos(2nmz) — 1

1
1
II.4.e. I, :/ %cos(%‘mz)dm
0

_ /01 x(:)s2— 1) <sin(22kk7::m)>'dx

_ [a(z — 1) sin(2knz) | ! /1 2r —1 sin(2k:7r$)dx
| 2 2k 1y Jo 2 2km
B _/1 2r —1 (—cos(2k;7r:c))'dx
0o 2 (2k)?
~ [(2z = 1) cos(2kmz) ] ! ! cos(2km)
2 @k |, _/0 Qkr)2 "
1 sin(2k7z) ]’
" @k [ 2k }
- (2km)2
L’autre re(lation)de cette question s’obtient en multipliant la relation de
z(r—1

11.4.d. par , puis intégrer entre 0 et 1.

4

“ 1
I1.4.f. D’aprés la question précédente Zﬁ

2m? / f )sin(2nmx)de + 7 /
<

) sin(2nmz)dx

47T2 Z Ik =
e
1) cos(2nmzx)dr — 7r2/ x(z — 1)du.
0

, d’aprés donc

z(x
b .
— la question 1I.4.c.,
n

0, de la meéme facon on montre que

lim /f sin(2nmrx)dr =

n—-4o0o

/ 2(a — 1) cos(2nma)dx

0

+o0 n n 1
1 : 1 : o [T x(r—1) m
et donc g ﬁ:nlmﬁo g =) :nirgoo E Iy = —m /0 deZE.
k=1 k=1 k=1

1.5.a. Simple calcul a faire a la main, on le donne ici a I'aide de Maple.

1

< —, dou lim x(x — 1) cos(2nmx)dzr = 0,

C
n n—--+oo 0

> v:=n->n"(n+1/2)/(n'*exp(n));

nn+1/2

n!en

> delta_n:=expand(1ln(expand(v(n+l)/v(n))));

V= Nk

deltan == —1 +In (LD
> taylor(delta_n,n=+infinity,4);
1/12n2+ O (n™?)
11.5.b. lini en, = 0, donc d’aprés la définition de la limite dng €
1
N tel que Vn > ng, on a : ¢, < —, pendre ¢ = —, dou1 0 < § < —, ou
) 12 12 n?
K=-.
6

I1.5.c. La suite (Z 6k> est croissante, car 9, > 0 et majorée par la
n>2
2
qui elle méme majorée par K I donc elle converge.

k=1
. "1
suite K Z =
k=1 n>2
- - Vk+1
I1.5.d. 0 — In | —
; L converge g n( o ) converge
— Z ln Uk+1

= ln(vnH) In(vy) converge
= In(v,) converge
— v, converge
Et sa limite est strictement positive, puisque c’est une exponentielle.

— In(vg) converge



I1.5.e. Posons lim wv, = [ > 0, alors v, = nyn ~ [, dou n! ~

n_1>+oo nlen
kn"e™"\/n, avec k = 7 d’ou n! = kn"e™"\/n(1 +¢,) tel que lir£1r en = 0.

2

IL.5.e. D’aprés la question II.1.d., on a : A(2n) = 22(71(71)) g or (2n)! ~

\/5 m m
k(2n)*me=2"/2n et (n!)? ~ k*n*"e~2"n, donc A(2n) ~ —=— = . D’aute
(2n) (n? )~ 2 =
1
part, d’aprés la question II.2.b., on a : 2nA?(2n) ~ g, d’ou A(2n) ~ 5 E,
n

doi T 1\/? . ok \/?
ol —— = —,/—, et par suite k =,/ —.
won 2\n &P 2

I1.7. On fera les application numériques a 1’aide de Maple.
11.7.a.

> C:=n->(2*n)!/n!"2;

C:=nw ((i?))z'
I1.7.b.
> C(10);C(50);C(100);
184756

100891344545564193334812497256
90548514656103281165404177077484163874504589675413336841320
11.7.c.

> equivalent:=n->sqrt(n/Pi)*2~(2*n);
equivalent := n — /72"
> evalf (equivalent(10));evalf (equivalent(50));evalf (equivalent

1870789.729
5.057194210 x 10*°
9.066177058 x 10%

EXERCICE 2.
Partie 1 Etude de la bijection réciproque de f.
1) fl(z) = sin(z) > 0 sur [0, z], donc f est strictement croissante sur
cos?(x) 4
0, g], et par suite réalise une bijection de I = [0, g] sur J = f(I) =

£(0. 3D = [£0). ()] = [1, V2.
2)
3) = F (@) =, doi cos (71 (x)) = ©
cos (f~1(x)) ’ o
D’autre part : sin® (f~(z)) + cos? (f~!(x)) = 1 et sin(f~(z)) > 0,
car f~(z) € [1,V/2] C [0,7], dou sin (f~1(z)) = /1 —cos? (f~1(z)) =
4) f est dérivable sur I, avec f'(z) = %(()) # 0 < x # 0, dou f!
est dérivable sur J — {£(0)} = J — {1}, avee (f~1) (z) = m _
cos? (f~1(x)) _ 1 _ 1
sin (f~1(z)) . 1 zV/2? -1
5) Faisons les calculs a 1'aide de Maple.

g := x + arccos (z71)
> g(sqrt(2))+int(series(1/(x*sqrt(x"2-1)),x=sqrt(2),1),x);
1/4 7 + series (1/2 V2 (x - \/5) + 0 ((x - \/5)2) T =2, 2)
Partie 2 Ftude des dérivés successives de f.
1) =z — COS(? est de classe C* sur I, avec cos(xz) # 0,Vx € I, d’ou
100)) ;f (z) = cos(@)

2) Par récurrence sur n € N*, et on trouve la relation suivante :

est de classe C* sur I.

Py 1(sin(z)) = cos®(z) P (sin(x)) + (n + 1) sin(z) P, (sin(z))

3) On a: f(z) = Sinz( z) ¢ F() cos (x)+2(ios(:c) sin®(z)
2 .9 cos? (@ ) cos*(x)
cos (3;)0:2(2;)111 () _ 1?:021;(1;)@’ done P(X) = X, Py(X) =1+ X2



4) En prenant X = cos(z) dans la question 2.), on a : P, 1(X) = : T 1 V2 o s 1 V2
: - — = — - — = < _—
(1 - X*)PU(X) + (n+ 1)XP,(X), dou légalite sur [—1,1], et comme On a an}rooCOS 4 n? 27 dlott cos (§ —5) < 3 ° partir
il s’agit de polynomes alors on a égalité sur R tout entier. V2
Py(X) = (1 — X?)2X +3X(1 + X?) =5X + X?. d'un certain rang, d’ott 0 < n?cos? (5 — ) < 5] — 0, car n?
5) On montre par récurrence sur n > 1 que : deg(P,) = n et co(P) = 1. 5\"
En effet le résultat est vrai pour n = 1. est une puissance et [ — | est une exponentielle qui tend vers 0, car
Supposons que : deg(P,) = n et co(P) = 1, alors deg((l — XHPI(X)) = 3
n+1et co((l — X*)P)(X)) = —n et deg((n+ DXP,(X)) =n+1 V2 o
ot co((n + DVXPu(X)) = n + 1, ainsi co((1 — X2)P.(X))4+co((n + —l <5~ <L Dou lim I,=-+oo.
1)XP,(X))=1%#0, d’ou deg( n+1(X)—n+1et co(Pri1(X)) = 1. z 1
Partie 3 Ftude de la suite dintégrales. _ 6) Lo = /0 cos™2(z) da
1) I, est bien définie car la fonction x — est continue sur [0, —]. Y 1
cos™(x) 4 = 3 -
: i 0, COS () cosj1 (x)
L :/ 1 g = fran(@)f = 1. o
o cos?(z) 0 ) —Jo tan'(z cos™(z)
i Sy I I
2) Tout calcul fait on trouve a = b 5 _ [tan(x)— } B /4 tan(z) ( ! ) "
v Y cos (:lz:)o2 0 cos™(x)
3) En posant ¢t = sin(x), on obtient [; = / dt = - — (V2)" + n/4 sin”(z) d
0 ) o cos"t?(x)
4) 0 < cosz < 1,Vz € I, donc cos"t!(z) < cos(z), dot —————— > _ n 11— cos®(x)
) I " ST =R |y
o () et donc I,,41 > I,,, d’ou la suite (I,,) est croissante. Livo = (V2)" +n(l, — L)
2 n
57 | p Dot (n 4+ 1)1,49 = (vV2)" + nl,, et par suite I, 1o = (7;/;)1 + - Z 1In
) o= /0 cos™(x) v
1 1 1
> /4 ~ dx car — >0
51 COS (x) ) cos™(x)
1 s
> / " dr car cos(z) est décroissante sur I
cos™ (§ —72) Js- 1
1 1




