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DS 5 (08-09): Géometrie euclidienne
Nombres réels

Lundi, le 2 Février 2009

Durée : 4heures

Conseils pour la rédaction et la présentation des copies.

— Chaque variable utilisée dans une démonstration doit étre définie.

— L’énoncé ne doit pas étre recopié sur les copies.

— Chaque résutat annoncé doit étre justifié en citant précisément le théoréme du cours avec
ses hypotheéses exactes utilisé ou en citant le numéro de la question précedente utilisée.

— Les résultats importants doivent étre simplifiés et encadrés.

— Les calculs doivent étre détaillés et expliqués a 'aide de phrases simples.

— Laisser une marge a gauche de chaque feuille, en tirant un trait vertical, et un horizontal de
la 1ére double feuille pour la note et les remarques du correcteur.

— Numéroter les double feuille de la facon suivante : 1/n,2/n....,n/n ot n est le nombre total
de double feuille.

— Les questions doivent étre traités dans 'ordre de ’énoncé.

— Tirer deux traits diagonaux pour rayer une partie du raisonnement que vous considérez
fausse.

'PROB LEME | 4

PARTIE 1

Soient A et B deux points du plan orienté et § un réel. On se L s¢ propose de déterminer I'ensemble
[ des points M tels que M = A ou bien M = B ou bien (( N[ (BM)) = 01n] (il s'agit d'angles de

droites). Autrement dit :

I'={AB}U{M e P, ((AM),( BM ) =8 [x]}
On se place dans le repére R suivant : Vorigine est le milieu de [A, B], Vaxe des z est la droite (AB).

On notera a l'abscisse de A (on choisit a positif pour les figures).
Déterminer I' lorsque # = 0.

Déterminer T lorsque 8 = —
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3. On suppose désormais que § €] — ;x 75E et que A = 0.

....... =

17, B’ng et de AM - BM.

En déduire une équation de I' dans R.

Exprimer tan(f) a 'aide de Det(.

4. Montrer que I' est un cercle. On précisera' les coordonnées du centre de ce cercle, ainsi que son
rayon en fonction de 6.

5. Donner les équations des tangentes en A et B 4 T'. Préciser les angles qu’elles font avec la droite
(AB). En déduire un procédé simple de construction du centre de I', puis de T

PARTIE 2

Définition : on dit que 4 points du plan sont cocycliques si il existe un cercle auquel ils appar-
tiennent tous les quatre.
1. Soient A, B, C trois points distincts du plan complexe. Soit 8 = ((AC), (BC')). En utilisant la
partie précédente. décrire ensemble suivant de points .

H = {A[ e P\{A.B.C}, ((M.

X

o

), (4B)) = ((CA),(B)) 7] }-

Do

Soient A, B, C, D quatre points distincts du plan complexe, d’aflixes respectives a, b, ¢, d.
gkah} c—a)

(d—a)(c— ?J} '

Montrer que : > (A, B, C, D sont cocyliques ou alignés)

PARTIE 3 : construction de 'inverse

Soit z, un complexe non réel.

1. Montrer que les points d’affixes 1, —1, z et — appatiennent a un meéme cercle.
2. Indiquer comment déterminer ce cercle.

3. En déduire une construction géométrique de U'inverse du nombre z

et 1+ cotan®(¢

On rappelle (sous réserve d'existence) : 1+ ‘mu (i ) =

PARTIE 4 : des résultats intéressants

1. A l'aide d'un raisonnement par récurrence sur n, montrer : pour tout entier n > 2, si 2y, 29,...,
z, sont n nombres complexes non nuls, alors on a 'équivalence

[
- . | Eoime b osess
121 = Zo5 v 152 = Tl

| S ~71

i
iz i

|z1] + |22l + - - + |20]) © (21, 29,..., 2, ont méme argument a 27 prés).

2. Soit un entier n > 3 : on considére n complexes zy, zo,..., z,, tous non nuls et deux a deux

n

et on suppose que g ap = 0.

kel

4
=4

distincts. On pose alors. pour tout k € [ 1; n

m
-
s

i

3. Soit z, un complexe quelconque, mais distinct de zq, 20...., 2,.

P
71
T JE— . .
(a) Montrer que E 7 — 25) est un réel négatif indépendant de
k=1
n n
— . N Y 4
(b) Montrer que é bz < |z — 2]
k=1 k=1

Fopom

(¢) Montrer que I'inégalité précédente est une égalité si, et seulement si :

Vee]l;n], arg(—ar(z~—z

s i
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Dans le plan, on considére un triangle ABC' direct dont les angles aux sommets sont tous stric-
27 S - . .

tement inférieurs & =~. On note Co,Cyet C(j les ensembles de points définis respectivement par

')

T T, By . T,

(MC,MB) = —[x]. u;i Uf’
' - L R

Caractériser geomeétriquement C,, C of C..

o)

b

Montrer? qu’ils ont un point commun, que 'on notera J (on I'appelle le point de Torricelli du
triangle ABC).

3. Déterminer I'ensemble des points M du plan qui réalisent le minimum de la somme
MA+MB + MC.

I”d;(‘ai’im:n - Ol pourra. commencer par chercher u

ot

n repére du plan dans lequel les affixes res-
pectives a, b et ¢ des points A, B et (' vérifient :

a &

X

salls oublier que, avant une parfie 5, il y a une |

e —

|Exercice 2 | Soit ¢ et b, deux réels tels que 0 < a < b.
LESETTICs & |

Pour tout réel ¢ ¢ Z {a,b}, on considére la murbo ¢ d équation :

1. Déterminer la nature! de la courbe .
7

Dans les cas on 'on a une conique, on demande d’identifier s1 ¢’est une parabole, une hyperbole

ou une ellipse et de donner son (ou ses) foyer(s

[N}

Montrer que, si C; est une conique, ses fovers ne dépendent pas de {.

3. Rappeler le principe de dédoublement permettant de trouver une équation de tangente 4 une
conique,

4. Montrer que si C, et C, s'intersectent en Af (avec s £ 1), alors ces deux courbes sont orthogonales

en A (c’est a dire les tangentes en M & C; et C, sont perpendiculaires).?

5. Représenter, dans un méme repere, les courbes Gy et Cs (aveca =4, p = 9).
On placera avec précision leurs fovers et directrices, leurs points d’intersections.
— g

‘Discuter selon que ¢ < 4. ¢ €la,bl. t > b.

2Au cours du caleul, on pourra avee profit TemAarquer que :
1 1

’ Prob}em@ 3

2

i Al Aaae < g
) Soit (a,b tel que b —a > 1 . ;nwmu qu il i‘\l\‘(P meNtelquea <m<b
T\ +

\
)
lontrer que pour tout n € N

s W

1°
20

Page 3 / 4



Maths-MPSI DS 5 (08

CPGE My Youssef Géometrie euclidienne & Nombres réels

“que AU B est bornée et que su

St (AU B)

déterminer | en le justifiant

Partie I :

On se propose de cherc

se de montrer que est dense dans [0, 1]

7.2
154

2°) Onposen=p°+k

). Montrer

est dense dans [0, 1]
< 0.6

l Fin
| Bonne chance
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