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DS 7 : Matrices

Corrigé

Premiére partie

. On cherche X = (i) # Otel que: AX = 2X, d’ou I'équation —z + y = 0, la forme générale
des vecteurs propres associés a 2 est donc X = <2> tel que: xz € R.

De méme on cherche X = <§> # 0 tel que : AX = 3X, d’ou1 'équation —2z + y = 0, la forme

Py PRI x
générale des vecteurs propres associés a 3 est donc X = <2a:> telque:z € R.

. D’abord il est clair que Ker (f — 2idgz) N Ker (f — 3idgz2) = 0, de plus d’aprés la question
précédente les sous—espaces vectoriels Ker (f — 2idg2) et Ker (f — 3idg2) sont chacun de
dimension 1, donc dim Ker (f-2idg2) + dim Ker (f-3idg2) = 2 = dim R?, donc supplémentaires
dans R2.

. Prendre ¢} = (1,1),¢}, = (1,2).

. f(e)) =2€, f(eh) = 3e,, d’ott la matrice D de f dans la base (¢}, €)) est <(2) g)

. D’aprés un résultat de cours, on a: A = PDP~! avec P la matrice de passage de la base

canonique vers la base (e}, e5), d’ott P = G ;) et P~1 = (_21 _21>

n
. Pour tout entier naturel non nul n, ona: D" = <20 3(21> d’ou:
2n+1 _gn —on 4 gn
n __ —1\n _ np—1 _

Deuxiéme partie

. an(t) = 290n(2t) - ¢n(3t)7 bn(t> = _SOn(zt) + (Pn(?)t)a Cn(t) - 29071(2t) - 29071(3t) et
dn(t) = _Qon(Qt) + 290n(3t)'

(@) Si f est de dlasse €41 sur [a,8], alors |£(5) — 30 U= ) < 20— oy
o k=0 Kl B (n+1)!
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M = sup |f""(t)|. En utilisant cette inégalité pour f(t) = e’ entre 0 et ¢, on obtient
t€la,b]

n+1
lon(t) — €| < MM — 0car (b—a)""! =o((n+1)!)
- (n+1)!
(b) limay,(t) = 2e2'—e3, lim b, (t) = —e?'+e%, lim ¢, (t) = 2e?—2e3 etlim d, () = —e?' 4263,

2e2t — 3t e 4 3 o 4 2 -1 -1 1

3. Ona: E(t) = <2th 93t —€2t—|—263t> =e“Q+e’Ravec ) = <2 _1> et R = (_2 2>

4. (@) Q+R=1et2Q +3R = A.

(b) D’aprés la question précédente on déduit que : Q = 3, — Aet R = —2I, + A,
d’out pour tout réel ¢, on a : E(t) = €Q + ¥R = (31, — A) + (-2, + A) =
(3e2t — 2e3) Iy + (e3! — e2!) A est donc une combinaison linéaire des matrices A et I5.

5. Tout calcul fait on trouve: Q> = Q, R> =R, QR =0et RQ = 0.

6. Pour tout couple (s,t) deréels, E(s)E(t) = (e*Q+e* R)(e?*Q+¢e*R) = (26 Q+e3HR) =
E(s+t) = E(t)E(s), en particulier E(t)E(—t) = Q + R = I3, donc E(t) est inversible et dont
I'inverse est E(—t).

7. E(t) = E(s) = E{)E(=s)=I, = E(t—s) =1, = 75 =¢3(=5) — 2(t —s) =
3(t—s) = t—s=0 = t=s,doulapplication ¢ — E(t), de R vers M3(R), est injective.

Lo (i) = e (3

Troisiéme partie

) B 26—215 _ 6—3t _e—zt + e—3t u(t) B

)) <2ezt —2e 3t =2 +263t) <v(t)> o

e—2t (9, v o3t v

< zt ((22u (( )> ! (g)))) S ((_ (3)1 U(g)))) dottur (£) = =2 (2u(t) — v(t)) + =3 (—u(t) +

v(t)) et vi(t) = e 24 (2u(t) — v(t)) + 273 (—u(t) + v(t)).

(b) On en déduit que les fonctions u; et v; sont dérivables sur R en tant que sommes et
produits de fonctions dérivables, avec u)(t) = —2e 2 (2u(t) — v(t)) — 3e 3 (—u(t) +
v(t)) + e 2 (2u/(t) — V'(t)) + e 3 (= (t) + v/(t)), or u et v sont solution de (S) donc
' (t) = u(t) +o(t) etv'(t) = —2u(t )+4v( ), d’ott ) (t) = 0 et de méme v} (t) =0.

2. Si (u,v) est une solution de (5), alors v (t) = 0 et v{(t) = 0, donc u; = aetv; = [ des

constantes,or £(—1) (1)) = (1), don < D)=z (5).

Inversement si < E D E(t) ( >, alors u(t) = e*(2a — B) + 3 (—a + B) et v(t) =

e?(2a — B) + 2e3(—a + ), il est alors simple de vérifier que (u, v) est une solution de (9).
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+

FIN DU CORRIGE
ET A LA PROCHAINE
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