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Corrigé DS6 (07-08) : Calcul matriciel I

lére Partie

a b

A= c d

— Si tous les coefficients sont nuls, alors rgA = 0.

— Sinon, et si les colonnes sont proportionnelles, donc a = \b,c = \d, donc

ad — bc =0, alors rgA = 1.

— Si ad — be # 0, alors rgA = 2.

a) On sait que rgA = rg(Cy,---,C,) = dim Vect(Cy,---,C,) ou Cy,---,C,
désignent les colonnes de A. Si rgA = 0, alors tous les colonnes sont
nulles donc les coefficients q; ; sont tous nuls.

b) rgA = n <= A surjective (en tant qu’application linéaire) <— A
bijective (car endormorphisme en dimension finie) <= A inversible.

Notons par B = (e, --,e,) la base canonique de M, ;(R), on sait que
(faler) = Cy,---, falen) = C,) est une famille géneratrice de Imf,, d’olu
dim Imf, = dim Vect(Cy,---,C,) = rgA.

Uy Uy -+ ULUp
a) A=UV=|:[(n - v,)= : ¢ |, donc a;; = u;v;

U, UV * - UpUp

b) TrA = Z Q;; = Z U;Vie
i=1 i=1
c) Les colonnes de A sont C; = v U,---,C, =v,U.

d) les colonnes de A ne sont pas toutes nulles donc, rgA > 1, d’autre part
elles sont toutes proportionnelles a U donc rgA = 1.

a) rgA+#0, donc au moins une colonnes C;, # 0.
b) dim Vect(Cy,---,C,) = rgA =1, donc toutes les colonnes sont propor-

tionnelles.
T
c) Posons X = | : |, on a: q;; est le i éme coéfficient de C; = \; X, donc
xn
A1
a;; = \jzj, Aot A= X'Y avec Y = | : | non nul
An
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d) A= XéYO = Xy, = XSYOYE) = XYy = aXy = X, ol a =! YY) et
3 =YY, des réels non nuls, donc X; = A\ X, et Y; = \Y}.
1

6) rgA =r = A est semblable a la matrice J, = , donc

0
JP, () inversible telles que A = PJ,Q, or J, = ZE”, avec rgk;; = 1, donc
i=1
A= Z PE;;Q) avec rgPE,;Q) = 1.

=1

p p
7) a) Supposons que ZY;tZi =0, donc Z Y!Z;Z; = 0, or la famille (Y;,---,Y,)

i=1 i=1

21
est libre et 'Z,Z; = \; € R, donc 'Z;Z; = 0, posons Z; = | : |, alors
Zn,
t _ & 2 _ _ _ )
ZiZ; = sz =0= 2, =,z = 0 = Z; = 0. La réciproque est
k=1
evidente.

b) La famille (X; 'Y;)i<ij<, est de cardinal n?* = dim M, (R) formé par
des matrices de rang 1, d’aprés Partie 1, 4,d). Il suffit donc de

montrer qu’elle est libre. En effet supposons que Z )\Z-,jXZ-th =0, donc
ij=1

Z (Z /\i,in> 'Y; = 0, d’aprés la question précédente on en déduit que

j=1 \i=1

Z)\Z-JXi =0, Vj or la famille (X;) est libre donc \;; =0, Vi, j.
i=1

2éme Partie

1) A2 =UVU'V =Uad'V = aU'V = aA.

2) A nilpotente si et seulement si Ip € N* tel que A? = 0, or A? = a?™1A
(récurrence simple), la condition necessaire et suffisante pour A soit nilpo-
tente est donc a = 0.

3) A n’est pas nilpotente donc o # 0, d’ot (AA)? = \?A4% = \?aA. Pour que \A

1
soit un projecteur il faut et il suffit que (AA)> = A4, donc \ = —.
a

4) a) rgA =1%# n,donc A = A— 0.1, n’est pas inversible, d’oi1 0 est une

valeur propre dont le sous-espace propore est ker A, avec Y € ker A <=
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b)

c)

AY =U WY = ('VY)U =0 <! VY = 0. D’aprés la formule du rang on
scalaire

a dimkerA=n—1.

AU =U VU = (*VU)U = aU, donc « est une autre valeur propre de A,

scalaire
dont U est un vecteur propre associé. Le sous espace propre associé est

ker(A — al,) qui forme avec ’autre sous-espace propre a savoir ker A une
somme directe dans M, ;(R), or dimker A =n —1,dim M, ;(R) = n, donc
ker(A — al,) est de dimension 1, engendré par U.

Les seules valeurs propres de A sont 0,«. Il y’en a deux si a # 0 et une
seule quand a = 0.

5) Si « # 0 les sous-espaces propres de A sont supplementaires dans M,, ;(R),
donc A est diagonalisable et donc semblable a la matrice diag(0,--- ,0,«) car
dimker A =n — 1 et dimker(A — al,) = 1.

6)

a)

b)

d)

A n’est pas diagonalisable, car elle est non nulle et admet 0 comme
unique valeur propre.

on a d’aprés Partie I1, 4,b) AU = aU =0, donc U € ker f, donc W = \U €
ker f, qu’on compleéte par (Ey, -, F, 5) pour avoir (Ey,--- , E, 5, W) base
de ker f .

cardB ou B = {Ey,--- ,E,», UV} = n = dimM,(R), il suffit donc de
montrer qu’elle est libre, en effet supposons que \\E; + -+ X\, oF, o+
AW + AV = 0, on multiplie par A & gauche vu Ei,---  E, »,,W €

ker f = ker A, donc 0 = A\, AV = \U 'vv ,or W £ 0, donc A\, =0,
scalaire non nul

d’ou )\1E1 + -t )\n,QEn,Q + )\n,1W = 0, or la famille (El, s ,En,Q, W) est

libre car base de ker f, donc \; =--- =\, =0.

ona f(Ey)=--=f(E,1)=f(W)=0car (Ey,--- E, W) base de ker f,
0 --- 0

d’autre part f(V) = AV = VVU = W, donc Mp(f) = O 1 =J
0 --- 0

qui est semblable a A = Mgy, (f), ou B, la base canonique de M, ;(R)

D’aprés la question précédente toute matrice de rang 1 est de trace
nulle est semblable a J, dont toutes ces matrices sont semblables entre
elles.
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