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0.1. Probleme Polynémes

0.1.1. Préambule:

0.1.2. Polynomes d’interpolation de Lagrange:

1. Le degré de chaque polyndéme, L;, est n — 1 et admet n — 1 racines distinctes qui sont les

(rj)1<j<n, son coefficient dominant est égal a 1.

i#i
2. Sii # k, d’aprés la question précédente rj est une racine de L;, donc L;(ry) = 0sii # k.
n
o ' TN i —Tj

Sii =k, alors L;(ry) = Li(r;) = H o L.

7j=1
i

3. On d’abord P est somme de polynomes tous de degré n — 1, donc son degré est inférieur a

n — 1.

Vérifions ensuite que P interpole f aux point (r;)1<k<n,

7 Li(Tk) =0 Sii;«ék‘
en effet P(ry) = > f(ri)Li(ry) = f(rg) car 1 ik
i=1 = =

Et enfin vérifions que P est l'unique polyndme de degré < n — 1 qui interpole f aux points
(rk)1<k<n, en effet supposons qu’il existe un autre polynoéme () de degré < n — 1 qui interpole
f aux points (7x)1<k<n, alors P(r;) = Q(rx) = f(rx), ainsi P — @ est un polynéme de degré
< n—1, qui admet n racines distinctes qui sont les (71 )1<x<n, il est donc nul, d’'ott P = @, d’ot
"unicité.

0.1.3. Polynémes de tchebechev:

1. Thi1(X) + Th—1(X) = cos((n + 1)arccos(X)) + cos((n — 1)arccos(X))
= 2 cos(narccos(X)) cos(arccos(X)) = 2XT,,(X), d'ott Tp,41(X) = 2XT,(X) + T—1(X).

2. On va montrer par récurrence forte que 7;, est un polyndme, que son degré est n et que son
coefficient dominant vaut 271%1 sin>1.
OnaTy(X)=1,T1(X) = X, donc le résultat est vrai pour n = 0 et n = 1.
Supposons le résultat vrai pour n — 1 et n, alors T},41(X) = 2X7T,,(X) — T,,—1(X) est aussi un
polyndome comme somme et produit de polyndmes.
D’autre part, on rappelle d’abord que si deg(A4) < deg(B), alors deg(A + B) = deg(B)
et co(A + B) = co(B), ainsi on a : deg(2XT, (X)) = n + 1 et deg(T,—1(X)) = n — 1,
d’ot degTy1(X) = deg(2XT,(X) — T-1(X)) = deg(2XT, (X)) = deg(T,,) + 1 = n, et

co(Tp11) = co(2X T (X) — T-1(X)) = co(2X T, (X)) = 2co(T},) = 5+

3. Ty (cos(t)) = cos(narccos(cost)) = cos(nt).
Cherchons d’abord les racines de 7), dans [—1, 1]. Soit # € [—1,1] une racine de T},, posons
t = (narccos(xz), on a x = cost, donc T,(x) = T,(cos(t)) = cos(nt) = 0 & nt =
T+kr & t = 2Hr o 2 = cos(#Hn), les racines de T, dans [—1,1] sont donc les
T = CoS (%ﬂ') tel que: k € Z, ainsi (xy)1<k<n sont n racines distinctes de T,, qui est de
degré n donc sont exactement les racines de 7,.

4. sup |T,(z)| = sup |T,(x)| =sup|T,(cost)| = sup|cos(nt)| = 1.
z€[—1,1] r=cost teR teR

0.1.4. Recherche des points réalisant la meilleure interpolation:

n
1. Comme P interpole f aux points (r;)1<i<n, alors f(r;) = P(r;), or H (t —r;) pour t = r;, donc
i=1
g admet déja n racines distinctes qui sont les (7;)1<i<p.

D’autre part g(x) = f(z) — P(x) — AH (x —1i) = f(z) — P(z) — (f(z) — P(z) = 0 puisque
i=1
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A= M ce qui donne une autre racine de g, donc g s’annule n + 1 fois sur [—1, 1].
[T (z—ri)

i=1
2. En appliquant le théoréme de Rolle entre les n+1 racines de g, on conclut I'existence de n racines
pour ¢, en I'appliquant encore une fois entre ses n racines de ¢’ on conclut 1’existence de n — 2
racines pour ¢” et ainsi de suite jusqu’a affirmer ’existence d’au moins une racine de ¢\ dans
(—1,1].
3. Q™ = nlco(P), c’est un résultat du cours.
n
4. Posons Q(X) = [[ X —r; etsoit Ic, € [1,1] tel que : g™ (c,) = 0, alors f™(c,) — PM(c,) —
i=1
AQ™) (cz) = 0, or P est un polynome de degré < n — 1, donc P = (et @ estun polynome
fm (cx)

de degré n unitaire donc Q(") =n!l,dout A= -

n (n) o n
5. Ona g(w) =0, done |P(@) = f(@)| = Al [T | = ril = 254 1T | = )

n n
S% sup !f(”)(tﬂ sup ] |t—ri|:% sup [] [t — 7l
te[—1,1] te[—1,1] i=1 te[—1,1] i=1

6. Siles r, sont les racines du n-éme polyndmes de tchebychev, amis aussi de ) qui est unitaire alors

T, (X) = co(Ty) H X —r;=2""1Q(X),dou sup |Q(z)| = 2,}_1 sup [T (x)| = 2n1_1

z€[—1,1] 336[—1,1

7. (a) Q— 23" est un polyndme de degré inférieur an — 1 car Q) et 2,L =2 sont tous les deux des

polynomes de degré n mais unitaires, donc le coefficient de X™ dans @) — 5321 est nul.

27L

(b) Ona: (Q = i) (cos (7)) = @ (COS(]”)) g1 (008 (57)) = @ (cos (57)) - G, or
sup |Q(z)| < 51, en particulier — 51 < Q (cos (57) < L+, d’ou
z€[—-1,1]
SLEDE (@ — 5E) (cos (BX)) < ;sj?’“ Y0 <k < .
Si k est pair alors, (@ — 5227 ) (cos (E2)) < 0 et (—1)% > 0.
Si k est impair alors, 0 < (Q — 5221) (cos (22)) et (—1)F < 0.

(c) D’aprés la question précédente Q nnl admet des signes opposés en n + 1 valeurs
successives, qui sont —1 < cos lr < ... <cosZ <1,en appliquant le TVI entre ses
valeurs, on en déduit que Q) —

(d) Ainsi Q — 5321 est de degré mferleur an — 1 et admet au moins n, donc est nul, d’ou
sup |Tn(z)|
Q= 2{—21 etparsuite sup |Q(z)|= ZE[_IQ’E,I = in,l < in,l,d’oﬁ une contradiction.
:)36[ 1,1]
Dou sup [Q(x)] > gir
ze[—1,1]

8. VQ dedegrénona sup |Q(r)| > 5= et pour les polyndmes de Tchebychev qui sont aussi
z€[—1,1]

dedegré nona: sup |T,(z) = 2,1%1, donc ce sont ces polyndmes pour lesquels le sup est
ze[—1,1]
minimal c’est a dire ceux qui réalisent la meilleure interpolation.

0.2. Exercice Fractions rationnelles:

3
1 1 1 2 1 1 4
— = —— = X
X—1 2(X—1? X2 dax+1 xt+12 "
FIN.
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