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Corrigé DS 5 (08-09): Géométrie euclidienne

Nombres réels

Lundi, le 2 Février 2009

Durée : 4heures

Citation du jour :
Il ne faut jamais traiter quelqu’un de compact, c’est une insulte. Parce qu’un compact est un

fermé borné!

Mathématicien du jour Torricells
Evangelista Torricelli (1608-1647) est un physicien et un
mathématicien italien, mais aussi éleve de Galillé.

Torricelli est connu pour avoir inventé le baromeétre a tube de
mercure qui porte son nom. Une unité de pression, le torr, lui est
dédiée. Elle correspond a la pression d’un millimetre de mercure.
Mais c’est le pascal qui fut retenu comme unité du systéme inter-
national en hommage a Blaise Pascal, qui poursuivit et développa
les recherches dans ce domaine. Il est aussi vraiment 1’inventeur
du diagramme horaire : (t,s(t) ou s(t) désigne ’abscisse curviligne
a l’instant t. Il inventa aussi la notion d’enveloppe pour 1’étude
des mouvements en chute libre.

Tragique destin : Torricelli meurt a I’age de 39 ans a cause d’une
typhoide.

PROBLEME 1.
PARTIE 1 o

1) Quand 6 =0 les points A, B et M sont alignés, donc I' = (AB). ﬂ
2) Quand 6 = g, le triangle (ABM) est rec- y B
tangle en M, donc M appartient au cercle
de diametre [4, B].

_— = _—_
3) On sait que Det(AM,BM) = AM.BM.sinf et que AM.BM = AM.BM. cosf, d’ou

—_— ——
Det(AM, BM)
tanf = —
AM.BM
r—a x+a

Posons M = (z,y), A = (a,0) et B =(—a,0), ’équation précédente devient y
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Y

I’équation suivante : 22 + y* + 2yL =a
tan 6

( roa ) . ( x—;—a )tan@, qui donne : —2ay = (22 — a® + y?)tan6, on obtient finalement

2

4) L’équation précédente de I' s’écrit aussi 2°+ | (—sinf,cosf) = (cos (6 +3),sin(6+ %)), qui
a \2 5 1 a? fait un angle 0 + 7 avec I’axe (ox) = (AB).
y =a {1t tan6 )

b
+tan9 cos26’ clest Pour construire le point {2, on procede

a it
I’équation du cercle de centre () (0, ——) comme suit :

et de rayon a_ — On trace la droite (AB).
cosf — On trace la droite faisant un angle 0 + 5
On remarque que A(a,0),B(—a,0) € T car (AB) int A
Srifient ’équation de I’ avee au point -
vert ’ — On trace la droite faisant un angle —f + 3

Soit M(z,y) un point de la tangente & I' au avec (AB) au point B.

—_— —
point A, donc AM L AQ), d’ou AM.QA = 0, | — On trace lesnormales a ces droites respec-
c’est a dire a(x —a)+a - 0, ce qui donne tivement aux points A et B.

tan ¢ — Leur intersection n’est autre que le point
Ay :xcosh+ysinf = acosb Q.

Pour 1’équation de I' au point B, a l’aide
d’un raisonnement analogue, on trouve :

Ap:xcosf —ysinf = —acosb

On remarque qu’elle est obtenue a partir de 0
celle en A, en remplagant 0 par —6.
A, est dirigé par le vecteur de cordonnées

PARTIE 2

1) C’est une application directe de la partie 1 :
— Si 0 =0, alors A, B,C sont alignés et H est la droite (AB).
— Si 0 #0, alors A, B,C sont cocycliques et H est le cercle passant\p

p G0 g (D) g (A2

(d—a)(c—10) (d—a)(c—10) d—a)
& DA,DB=CA,CB [7] < DecH
<— A, B,C,D cocycliques ou alignés
PARTIE 3
(24)E-1) E-heE-1 1P . 1
1) T = —— = — € R, donc les points d’affixes 1,—1,z et ——
(-2 -1)(z+1) Z+1)(z+1) |z 4+ 1[2 z

sont cocycliques, puisque non alignés.

— 1
2) Notos A(1),B(—1) et M(z), et § = AM,BM = arg <Z+ 1) [r], d’apres la partie 1, il s’agit
” —
1
du cercle passant par A et B et de centre Q(0, —m).
n

3) Notons M(z = re'®), alors les points 4, B, N(z = re™*®), P (-1 = lei(@+™) sont cocycliques,
avec M et N symétriques par rapport a ’axe (ox) et O, M, P alignés. La construction du

point Q(1) sera la suivante :
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PARTIE 4

— On construit le symétrique le point N
symétrique de M par rapport a ’axe (oz). QL)

— On dessine le cercle passant par les points M (2
A, B,N. Q

— On construit le point P, point d’intersec-
tion de ce cercle avec la droite (OM), ve-

rifiant OWP =T.
— On construit le point @, symétrique du
point P par rapport a l’origine. P(-1) N(Z)

1) Notons d’abord que deux complexes non nuls z; et z; ont méme|argument modulo 27

2)

équivaut a zo = \z; avec A > 0.
Pour n =2, |z1+22|> = (21+22)(Z1+%2) = |21]? +]|22|>+2Re(Z122), donc |z1h-22|? = (|21|+|22|)?
A

Zize = |n12%| = T = Zn = AER, <= 2 =z o pu = W < arg z; = arg 29.
1

Supposons le résultat vrai pour n, et que |21+ -+ 2z,41| = |21+ - +|znt1], donc |z1]|+. .. |z, |+
lznt1l = 214+ znga] S zr+o o+ zal + 2] S 2]+ -zl + zpgal, ol [z 4+ 20| = |2 +
...|2n|, donc les z; sont proportionnels pour k € [1,n], par exemple z; = \;z1 avec \;, > 0 ot
1<k <n.L%égalité |21+ -+ zp41| = |21]| + - + |2n41| devient alors |Az + z, 11| = [Az1| + 211
ou A=\ +---+ X, >0, donc z,11 = puz1, avec p > 0.

Inversement, il est clair que si z; = A\yz1 avec A\ > 0, alors |21+ -+ 2zp41| = |21+ -+ | 2011
n n n n n n
2) a) Ona Zak =0, donc Za_k =0, d’ou Zoz_k(z —zE) = Zoz_kz - Zoz_kzk = —Z |zk|, car
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
~———
nulle
— %
A = 7.
|2
n n n n n n

b) ar(z—2z) ER, donc | @r(z—z)| =— > Gk(z—z) = Y Grzx — Y arz = »_ |zl

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n n
d’autre part Za_k(z - zk)‘ < Z [a%(z — zx)| = |z — zx| car |ag| = 1.
k=1 k=1 k=1

c¢) D’apreés la question 1, partie 4 ; I’inégalité précédente est une inégalité si et seulement
si pour tout k € [1,n], on a : arg(z;) = arg(z —z;) [27] si et seulement si arg(—ag(z—2z;)) =
w4 arg(ay) + arg(z — zi) = ™ — arg(zg) + arg(z — zx) = 7 [27).

PARTIE 5.
1) Dr’apres la partie 1, on peut conclure que C, est le cercle circonscrit au triangle équilatéral

de coté [B, (] et privé des points B et C, de méme pour C, et C..

Les cercles C, et C, ne sont pas tangents (ce

ne se produit si I’angle au triangle (ABC) =
2
?ﬂ-), donc ont un autre point d’intersec-

tion autre que C, qu’on notera F. Ainsi
— -

(F—/l,F—C>') = (F—C>,F—B>) =T [7], en utilisant la

3
o
relation de Chasles, on obtient (FA,FB) =
2 == 2
?” (7], d’olt (FB, FA) = _?” = g (]
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3)

—
On considére le repére de centre F et d’axe (o) dirigé par AB. Posons dans ce repére

Ala=1), B(b etC’c,doncizl,or F—/LF—é 52—71- 7], donc B(b = |b|e?5 = |b|j de méme
|al 3
a
= 4 b
(ﬂ,ﬁ)EgE? [7], donc C(c = |c|j?), donc finalement %'—l—m—i—%:l—i—j + 4% =0.

D’apres la question 2.b) de la partie 2, on conclut que |a|+|b|+|c| < |z—a|+|z—b|+|z—¢| Vz € C,
donc FA4+FB+FC < MA+MB+ MC pour tout point M, donc le point de Torricelli-Fermat
réalisé le minimum de la somme M A+ MB + MC.

Supposons qu’il y a un autre point M(z) qui réalise ce minimum, 1’inégalité précédente

devient alors une égalité, et d’aprés la question —|a—|(z —a)=—a € R* donc z = (M\%) a,
a
donc M € (FA), mais aussi & M € (FB) d’ou F = M.

Conclusion : Le point de Torricelli-Fermat
est 'unique point qui réalisé le minimum
de la somme M A+ MB+ MC, c’est le point
intérieur du triangle (ABC) a partir duquel
on voit les sommets A, B et C' sous le méme

1 2
angle —.
3

Exercice 2.

1)

2)
3)

1)

5)

On distingue trois cas :
— t > b, ’équation n’admet pas de solutions, donc C; = ().

2 2

—a <t < b, c’est I’équation réduite d’une hyperbole : y_2 — % =1, oua=+Vb—t et
a
B =/t —a, dont les foyes sont F’(—c,0) et F(c,0) oir ¢ = /a2 + 32 = /b — a.
2 2
— t < a, c’est 1’équation réduite d’une hyperbole : $—2 + % =l,oua=+va—tet =+vb—1t,
«

dont les foyes sont [’'(—c,0) et F(c,0) oit c = /32 — a2 = /b — a.
Déja fait dans la question précédente.
Si une conique est d’équation cartésienne
ar® +2bzy + ey’ +ax+ By +v=0
alors son ’équation de sa tangente en un point M (x,yo) est de la forme

xr+x +
- o+ﬁy 2y0+7:0

azxo + b(zyo + zoy) + cyyo + @

Les équations des tangentes en un point M (zg,yp) commun a C; et Cs sont respective-

ment o + g0 _ 1 et el + g% _ 1, dont les vecteurs directeurs sont respecti-
a—t b—t a—s b—s )
vement <_by—0t’%> et (_by—os’ ax—os> et dont le produit scalaire est (b—t?ﬁ +
2 2 2 2 2
) 1 Yo Yo Lo ) - . .
= - + - =0, car , érifie les équations de
(a—t)(a—s) t—s(b—t b—s a—t a-—s ’ (%0, 90) v q
Ct et CS
On a: : : ’4 : 9
9 ) trices les droites d’équation y = iﬁ
—Co: T + LA 1, est une ellipse, ses foyer Y2
4 9 — C5 : = — 22 = 1, est une hyperbole, ses

sont de coordonnées (0,++/5) et de direc- 9
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foyer sont de coordonnées (0,£+v10) et |.
de directrices les droites d’équation y = \ /

f NV,

Probléeme 3. 7 i

Questions préliminaires : /

1) Posons b=FE(b)+ecou0<e<1l,onaFa) <a<EQD) +e dou E(b)|— E(a) +¢
or 0 <e<1let E(b)— E(a) € N, donc E(b) — E(a) > 1, c’est a dire E(a) +1 < E(b), ainsi
a < E(a)+ 1< E(b) <b, prendre alors m = E(a) + 1.

2) Pour n =0, le résultat est vrai : 24 =16 > 9.
Supposons le résultat vrai pour n € N fixé, c’est a dire 22" > 3(2n + 1)(2n + 3), d’ou
22D+ — 4 92044 > 1920, 4 1)(2n 4 3), or 12(2n + 1)(2n +3) —=32(n+ 1)+ 1)2(n+ 1)+ 3) =
3(2n + 3)(6n — 1) > 0, donc le résultat est aussi vrai pour n + 1.

3) A est majorée par sup A et B par sup B, donc AU B est majorée par max(sup A, sup B), donc

sup(A U B) existe, avec sup(A U B) < max(sup A, sup B).
Inversement, A U B est majorée par sup(4A U B), alors A et B sont aussi majorées par
sup(A U B), puisque sont incluses dans A U B, en particulier sup(A U B) > max(sup 4, sup B),
d’ot1 I’égalité.
Le méme raisonnement est valable, pour montrer que inf(A U B) = min(inf A, inf B)

Partie I :

n

x + ﬂ < 1 + 1, donc A est borné.

2n n 2

2) 1l est clair que les élements de A; sont négatifs, alors que ceux de A sont positifs, d’ou

inf A7 > sup A; < 0inf Ay < sup As.

1) YneN*, ona

1
On a A= A; U Ay, donc sup A = max(sup Ay, sup Az) = sup Ay, or la suite a,, = 32 + 5 donc
n
3
sup As = sup(a,) = a1 = 7
3) bor—by = 11 n I T 2 3 _22”+4—3(2n+1)(2n+3)
PO T 9omd3 T 92t T2+ 1 2043 (2n+ 1)(2n+3) 22013 (2n+1)(2n + 3) -

(
0, d’aprés la question 1, du préliminaire. Ainsi (b,) est croissante, d’olt inf A = min(inf A, inf As) =

1
inAQ = 1I1fbn = bo = —5

Partie II :

1)

1 b
— i, prendre alors

2) (2bp+0%) = Qap+a®) = b-a)ptbta) > 1e=p> gy ——

1 a-+b
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b) Conclusion immédiate de la question 1, du préliminaire.

c) k<2p+b2<2p+b? dot k< E(2p+b%)=2pcar 0<b< 1.

a) D’apres la question 1.b) de la partie II, on a : (a +p)2 =2ap+ a2 +p?> <k+p?>=n<
(b+p)? = 2bp+b*> + p?, donc a+p < /n < b+ p, dott a < /n —p < b. D’autre part
p? <n=p?+kioep’+2p< (p+1)% do p</n<p+1,doup=E(/n), ce qui achéve
la démonstration.

b) C’est une conclusion immediate de la question précédente.

1 b
2) En revenant aux démonstrations, on a p = F (m - %) +1et k= E(2ap+a?®) + 1.
—a
Les calculs en Maple® donnent :
> a:=5/10:b:=6/10:

> p:=trunc(1/(2*(b-a))-(a+b)/2)+1;

p:=>
>  k:=trunc(2*a*p+a”2)+1;
k:=6
> n:=p~2+k;
n:=31
Vérification :
> evalf(sqrt(n)-trunc(sqrt(n)));
567764363

Fin

a la prochaine
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