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CORRIGE

Probléme 1:

1. (a) z4+o=(@+2)’=2’+o+r+2’=z+z+2+2,doncVor € A ona:2zr =04
M) z+y=(@+y)?=22+ay+yr+y?>=2x+2y+yx+y, donc V(z,y) € A%, on a :
zy +yxr = 04.

(¢) yr = yxr + axy + yr = xy car 2y + yx = 04 et xy + xy = 04, d’ou tout anneau booléen

est commutatif.
2. (a) Ve E yg(x)=1 par définition de 1g et Ve € E x ¢, d’ou ¢p(z) = 0.

(b) On peut résumer tous les cas dans les tableaux suivants :

X pa(z) | eB(z) | panB(z) | pa(®)pp(z) | paus(@) | palz) +¢p(x) — palz)ep(z)
x€A z€B 1 1 1 1x 1 1 1+1-1x 1
x€cA z¢B| 1 0 0 1x0 1 14+1-1x0
x¢ A z€B 0 1 0 0x1 1 0-+1-0x1
x¢ A ¢ B 0 0 0 0 x0 0 0+0-0x0
X pa(@) | pB(@) | a(@) | 1-pa(z) | ans(®) | palz) + op(x) — 204(2)pB(2)
x€A z€B 1 1 0 1-1 0 1+1-2x1x1
x€A z¢B 1 0 1 14-0-2x1x0
x¢ A z€B 0 1 1 1-0 1 0+41-2x0x1
x¢ A x¢ B 0 0 0 0-+0-0x0x0

(c) xe A pa(zr) =1 pp(r)=1< 2z € B, dou A= B.

(d) Soient A, B et C sont trois parties de E alors :
PAA(BAC) = PA +PBAC — 20a9BAC = YA+ ¥B + o — 20pPC — 2040B — 2000 +
dpAPBPC; et PAABIAC = PAABTPC —2PAABPC = PA+PB—20A0B+PC —20cpA —
2pcB + 4pcpapp, ainsi on trouve que @ YAA(BAC) = P(aaB)ac, Aot AA(BAC) =
(AAB)AC. De maniére pareille on montre que : AN (BAC) = (AN B)A(ANC).

(e) A est associative d’aprés la question précédente, et evidement commutative, et admet
comme élément neutre : VX € P(E) XA = X, et tout élément est inversible pour
A avec pour inverse lui méme : VX € P(E) XAX =, ainsi (P(F),A) est un groupe
abélien.
D’autre par N est distributive par rapport a A d’aprés Ima question précédente et evi-
dement associative et admet E comme élément neutre : VX € P(E) XAFE = X, donc
(P(E),A,N) est un anneau.
En plus VX € P(E) XNX =X, donc (P(E),A,N) est un anneau booléen.



(f) D’abord I’élémnt neutre pour la 2éme loi est E appartient & {0, A, A, E}. Ensuite pour
tout couple (X,Y) € {0, A, A, E}? on résume les cas possibles dans les tableau suivant

pour l'intersection :

XNY | X=A | X=4 | X= | X=E

Y=A A A

Y=A A A
Y=

Y=E A A E

Et de méme pour A, dans tous les cas on a : XAY ! € {§,A, A E}; XNY €
{0, A, A, E}, on en conclut donc que {(}, A, A, E} est un sous-anneau de (P(E),A,N).

2 2

3. Si (A, +, x) est intégre, comme Vx € A on a x* = z alors «

et donc z =04 ou z = 14 d’ou card(A) < 2.

—x =04, douz(x—14) =04

4. a € Adonc aa’ = 04 ou bien d’, a’ € A donc aa’ = 04 ou bien a comme a # a’ alors aa’ = 04.
5. (a) Soit (x,y) € A%, et a € A on remarque que a ¢ ®(z) < ar = 04.

iaedz)NP®(ly)y = ar =zxzay =y = axy =y — a € P(zy), dou
O(x) N O(y) C D(xy).

Inversement a ¢ ®(z) N P(y) = a ¢ P(zr) oua ¢ ®(y) = ax = 04 ou
ay=0y4 = axy=04 = a ¢ P(zy), et par contraposée on a :
a€ ®(xy) = a€ d(x)NP(y), et donc (z) NP(y) D P(zy). D’ou légalité.

. 2 € P(2)UP(y) = ax=aouay =a = (a(z+y+2y) =ar+ay+ axy =
a+ay+ay =a+2ay =aoualr+y+zy) =ar+ay+ary = ar + a + ayxr =
ar+a+ar =a+2ar =a) = a € P(r+y+uzy), donc ®(z)UP(y) C P(x+y+zxy).
Inversement : a ¢ ®(z) et a ¢ ®(y) = ar =ay =04 = alz+y+azy) =
ar +ay+ary = 04 = a ¢ ®(x +y + zy), et par contraposée on conclut que
O(2) UD(y) D ®(x + y + xy), d’ou I'égalité.

iii. € ®(r) e a¢g ®(z)ar=0sca(lat+r)=a+ar=asac ®(ly+x),do
I’égalité.

iv. ®(2)Ad(y) = (D(x) UD(y) N 2(z)NP(y) = P(z +y +2y) N P(zy) = Pz +y +
zy) Ne(1a+azy) = 2((z+y+zy)(1a+ay)) = Pz +y+ay+ayr +yzy + ryzy) =
S(x+y+azy+ oy +zy+zy) = P(x+y), car xy + xy = 04, 2y = y.

(b) Pour que ® soit un morphisme d’anneaux il faut qu’il vérifie : ®(x+y) = ®(z)Ad(y); P(xy) =

O(x) N P(y) et enfin (14) = E vrai car Va € Eon a:aly =a,doua € ®(1y).

6. (a) Par négation de ag € A

(b) Raisonnons par 'absurde donc Vo € A on a : apz ¢ A, en particulier apzx; ¢ A, or
aor1 # 04, apxy jouera le méme role que celui de ag dans la question précédente, donc
dao € A tel que: apzize # 04 et apr1T2 # aprs, POSONS Yo = ag, Y1 = AoT1, Y2 = A9T1T2,
ils sont tous non nuls, d’autre part yo # y1,4¥1 # Y2 et si on suppose yg = yo alors
ag = agrire d’oU Y1 = agT1 = apT1T2T1 = ApxT1T2 = Yo, impossible donc yg # yo aussi,
ainsi on a construit 3 élément distincts de A et on pourra continuer ainsi jusqu’a dépasser

le cardinal de A ce qui n’est pas le cas , d’oil ce qu’on a supposé est faux.

(c) Pour conclure que @ est injectif il suffit de montrer que Ker® = 04, c’est a dire ®(x) =

=—> x = 04, notons ag au lieu de x pour utiliser la question précédente et supposons



ag # 04. D’abord ag ¢ A car sinon comme a3 = ag on aurait ay € ®(ap), impossible
puisque ®(ap) =, et donc Jx € A tel que: apz € A, donc apray = 04 car sinon agzr €

®(ap) =, d’ou agx = 04, impossible car apx € A, d’ott ag = 04.

acF = d1<j<ptelque:a=uz; = axj:x?:xj:aetw#j ar; = T;T; =

P P P P
04, d’aprés (4) et donc CLZ@'Z‘ = Zaaﬁi =a,doua € @(Z x;), ainsi F' C @(Z x;).
i=1 i=1 i=1 i=1

Inversement a € F = V1 < j_g p a#z; = cw;j = 0, d’aprés (4) et donc

p p P
a Z T = Z ax; =04, dolt a ¢ @(Z x;), ainsi par contraposée on obtient
i=1 i=1 i=1
P
F> @(Z x;). Do légaliteé.
i=1

® est une bijection entre A et P(A), donc card (A)—card(P(A)) = 274 donc le

cardinal de A est une puissance de 2.
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