Corrigé du Controle : gT oupes cyc[iques
Fonctions usuelles

Exercice 1

1. Utiliser la propriété caractéristiques des sous-groupes.
D’abord 1 € U, et 1 € G (clair).

n
21

D’autre part soit 21,2, € U, donc 2} = 2§ = 1, d’olt (21.2; )" = = = 1, donc
2
-1
21.29 0 € U,.
De méme soit 21,z € G, donc In,m € N tel que 27" = 22" = 1, d’ou
2n+m gnom gn\gm
() =2 = — G 1, donc 2.2, € G.

n+m 2mon 2m n
% <2 (227)2
2. On sait d’aprés le cours de nombres complexes que : z € U,, <= 2z = 621577, 0<
. 2w
k<n-1,donc U, = {w* tel que 0 <k<n-1}=<w> ol w=—, donc U,
n

est fini de cardinal n monogeéne engendré par w.

3. Uyn C G, ¥V n €N, est evident par définition de Uy» et G, donc 2" = card Uy <
card G, Vn €N, d’ou card G = +o.
4. Supposons que G = {(a), donc puisque a € G, In € N tel que a*" = 1, d’otx
r=d"€eG= 2" = (d"? = (a®)f =1 = G C Uy, impossible car G est
infini alors que Us,» est fini.

5. Soit H = {xy,...,2,} un sous-groupe fini de G, V z; € H C G, existsn; €

N tel que 22" = 1, prenons n = max{ni,...,n,}, donc n = n; + &, d’ou
2" = 22" = (22")*" =1, donc H C Uy, qui cyclique donc H aussi, (résultat

vu en TD qu’il faut redémontrer pour pouvoir 'utiliser).

Exercice 2



