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1) Raisonnons {)ar labsurde, 1 + st 1: 0= st=—-1#40= s # 01, et b)  SGui1 = Sqn — 5°Ppn = Pus1 — Pn — 5°Pn = Pus1 — (1 + 83)pn.
_ _ 2
donc t = —=, or s € — 1,1[= = €] — 00, —1[U]1, +o0[= t = —~ € Prn+2 = Pnt1 + 5Gns1 = 2Ppny1 — (14 5%)pn.
| — o0, —1[U]91, oo, absurde car tse] BT § ¢) (pn) est une suite linéaire récurrente de deuxieéme ordre d’équation
| caractéristique, 72 — 2r — (1 + s?) = 0, de descriminant § = s? et de
J— 8 . n n
2) a) f(t)=——->0,f(—1)=—1,f(1)=1donc f(I)=1I. racines 7 = 1 — s,etry = 1 4+ s, donc p, = A(1 — s)™ 4+ u(1 + s)
(1 —st) avec A\ et p constantes déterminées par les conditions initiales,
1
V(s,t)€I*, ona:sx*t= f(t) €I, donc * est bien une LCI sur I. po = 0,p1 = s, donc A+p =0et A(1 —3s)+pu(l+s) =s,on
b) Il est clair que * est commutat'ti\‘fe, on vérifie f/ac/ilement que trouve ;ambda = —p = _%7 donc p, = %((1 +s) = (1—s)).
(txr)xs =1t (r=*s), donc associative, que 0 est I’élément neutre 1
et que l'inverse de s pour * n’est autre que —s, donc (I, ) est un D’autre part $¢, 11 = ppy1—(14+5?)pn, donc g, = g(pn—(l—l—SQ)pn_l),
groupe commutatif. puis remplacer p,, p,—1 par leurs expressions.
c) Non, cat [0, 1] n’est pas stable par passage a l'inverse, dans notre d) Simple calcul, en utilisant s = Pn
cas passage a 1’opposé. an
d) D’abord il est clair que H, C I et que 0 € H, (prendre n = 0). 4) D'abord Vz €R, il est clair que thz € I, donc th : R ?1]' 2
n__ m _ e —1 + e —
i i 2 _eot ol D’autre part, thz * thy = _thetthy e o —
Ensuite, soit (n,m) € Z* et (y_x”—i—l’y_merl)EHxXHx’ utre part, thzx Yy 1—the x thy 1_622_} 623_}
. L y—z 22" =22™  aP -1 I ot o202y _ T o
onays*z _y*(_z)_1_yz_2xn+2xm_xp+1e z OU m:th($+y),doncthestunmorphismedeRvers].
p=n—nm. 114
o 621'_1 . . y
3) a) Parrécurrence sur n € N, pour n = 0, vrai d’aprés I’énoncé. EnfinVyel, the=y = Zn=y+=z= 9 In 1—4’ donc Vy € 1
Pn 15 I’équation thx = y admet une unique solution, donc th est bijective, d’ou
] _ Pn 1] _ oln] o « st + s _ On _ th est un isomorphisme de R vers /.
Supposons s™ = —, donc s =s"Mxs= 1 e = i P
n I q—S 5) th(2z) = th(z+2z) = thrxthz = s? = 22 6ol s = tha, dans le cas général
n a2
Pn 1 5Gn th(nz) = sl = b
Gn — SPn qn
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