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DL2: Aombres et suites réelles

A rendre le: Lundi 01 Novembre 2004

Probleme 1:

Rappel : Un sous groupe de (R, +) est une partie H de R verifiant : 0 € H et V(z,y) €
H?ona:z—vycH.
On se propose dans ce probléme de chercher la forme générale des sous groupes de (R, +). Dans

tout le probléme H désigne un sous-groupe de (R, +) non réduit a {0} et a = inf(H NR™).
1. Montrer que : H NR ™ # ) < H NR™™ £ (.
2. En deduire que a existe.
3. On suppose dans cette question que : a # 0, et on veut montrer que H = aZ.
(a) On suppose que : a ¢ H.

i. Soit € > 0, montrer que : I(x,y) € H? tel que : © # y et vérifiant :
(a<zrx<a+teeta<y<a+te).

ii. En choisissant € convenable tirer une contradiction.
(b) En deduire que : aZ C H.
(c) Enoncez le théoréme de la division euclidienne sur R.

(d) Soit x € H, utiliser la question précédente pour montrer que : 3¢ € Z tel que : x = agq,

conclure que : H = aZ.
4. On suppose dans cette question que : a = 0 et on veut démontrer que : H est dense dans R.
(a) Rappeler la definition d’une partie dense dans R.
(b) Soit (z,y) € R? tels que : x < y, montrer que : 3b € H tel que : 0 < b < y — .
(¢) En deduire que : < E (%) b < y. Conclure.
5. Applications :
(a) Montrer que : Z (v/2) = {a + br tel que : (a,b) € N x Z} est une sous groupe de (R, +),

puis en déduire qu’il est dense dans R.

(b) Montrer que les suites (cos(n)),cy €t (sin(n))nen sont denses dans [—1,1]. En déduire

que ces suites ne peuvent pas converger.




Probléme 2:
on appelle suite recurrente lineaire toute suite (a,) definie a I’aide d’une relation de

up = a,up =3
type : ou a, b, a, B des reéls donnés et fixés dans tout le probléme.
Upt1 = AUy + buy_1,Vn € N*

On se propose de trouver la fomre générale de telles suites.

On considére 1’équation caractéristique : 22 — az — b =0 (*), A = v/a2 + 4b son déscriminant.
1. On suppose A > 0 et soient 71,72 les solutions réelles de (*), A, u vérifiant le systéme :
At u=«
{ Ary + preg = 3
(a) Montrer que Vn € N:  w,, = \r] + ury.
ug=1l,ug =1

(b) Trouver I'expression de la suite de Fibonacci :
Upt1 = Up + Up_1,Vn € N*

A=«
2. Onsuppose A = 0 et soient 7 la solutions réelle de (*), A, u vérifiant le systéme : {
A+pr=25
(a) Montrer que : Vn € N:  w, = A" + pnr™.
. . ug=0,u1 =1
(b) Trouver I'expression de la suite
Up+1 = duy — dup—1,Vn € N*

3. On suppose A < 0 et soient re?® une solution complexe de (*). A,y vérifiant le systéme :

A=«

Arcos(8) + prsin(f) =
(a) Montrer que : Vn € N:  w, = r" cos(nf) + r" sin(nf).
Uug = O,U1 =-1

(b) Trouver l'expression de la suite :
Qupt1 = —2up — Up—1,Yn € N*

(

—2cos(f)x; +x2 =0
xr1 — 2COS(0).’L’2 +2x3=0
(c) Reésoudre le systéme suivant d’inconnues, x1, T2, ..., Ty :

Tp—o —2cos(@)xp—1 +x, =0

Tp—1 — 2cos(f)z, =0
ol § un réel fixe.
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