
Mamouni, CPGE RabatMPSI-Maths Devoir LibreSuites numériques mamouni.myismail�gmail.ommyismail.hez.omHigh Teh Prépas, Rabat Devoir Libre: Suites numériques7 février 2010Blague du jour :C'est deux hiens qui disutent. Il Y en a un qui demande à l'autre :- C'est quoi ton nom? C'est hé.- Ché ? C'est plut�t bizarre ?... Ben oui, mon maître me dit tout le temps "Va, her Ché !".Mathématiien du jour WallisJohn Wallis (1616-1703), est un mathématiien anglais. Ses travaux sont préurseursde eux de Newton. Il est également préurseur de la phonétique, de l'éduation dessourds et de l'orthophonie. Étudiant d'abord la théologie, il se réoriente ensuite versles mathématiques et montre un grand talent pour la ryptographie durant la guerreivile, en déryptant les messages des ennemis. Il a été l'un des fondateurs de la RoyalSoiety. On lui doit également le symbole de l'in�ni ∞.Intégrales de Wallis et formule de Stirling.Pour tout n ∈ N, on pose :
In =

∫ π

2

0

sinn(t)dt, Jn =

∫ π

2

0

cosn(t)dt Intgrales de Walliset on se propose démontrer la formule suivante dite de Stirling :
n! ∼

(n

e

)n √
2πn1) Montrer que In = Jn.2) Trouver une relation de réurrene entre In et In+2.3) Montrer que In+2 ≤ In+1 ≤ In , en déduire que : In ∼ In + 1.4) Montrer que le produit le produit (n + 1)InIn+1 est onstant, en déduire que In ∼

√

π

2n
.5) Exprimer I2n et I2n+1 l'aide des fatorielles.6) On pose pour tout n ∈ N

∗, αn =
n!en

nn
√

n
.Montrer que : ln

(

αn

αn+1

)

∼
1

12n2
.On pourra l'utiliser sans le démontrer le résultat suivant :

ln(1 +
1

n
) =

1

n
−

1

2n2
+

1

3n3
+ O

(

1

n4

).7) En déduire que 1

2n2
≤ ln

(

αn

αn+1

)

≤
2

n2
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n
∑

k=1

1

k2
est roissante majore, puis onverge.Indiation : On pourra utiliser la relation 1

k2
≤

1

k(k − 1)
.9) En déduire que n

∑

k=1

ln

(

αk

αk+1

) est roissante majore, puis onvergente.Conlure que αn onverge vers une limite stritement positive, on notera α sa limite sans herher laaluler.10) Exprimer α2
n

α2n

en fontion de n et I2n.11) En déduire la valeur de α puis que :
n! ∼

(n

e

)n √
2πn (formule de Stirling)12) En déduire lim

(

(2n)!

(n!)
2

).
Fin

à la prochaine
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