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Objectifs généraux de formation

Lenseignement des mathématiques dans la filiere Mathématiques et Physique
(MP) a pour vocation d’apporter les connaissances fondamentales et les
savoir-faire indispensables a la formation générale des scientifiques, qu’ils
soient ingénieurs, enseignants ou chercheurs; il développe les aptitudes et
les capacités des éléves selon les axes majeurs suivants :

I'acquisition de connaissances et la maitrise de techniques usuelles;

le développement simultané du sens de la rigueur et du gotit du concret;
I'éveil de la curiosité intellectuelle et le développement de I’esprit critique,
de recherche et de synthése;

le développement de l'initiative, de 'autonomie et des capacités d’expression
et de communication.

Son objectif est double. D’'une part, il permet de développer des concepts,
des résultats, des méthodes et une démarche spécifiques aux mathématiques.
D’autre part, il contribue a fournir un langage, des représentations et des
méthodes dont les autres disciplines scientifiques étudiées dans ces classes
et au-dela, comme la physique, la chimie, I'informatique et les sciences
industrielles, sont demandeuses ou utilisatrices.

Une formation mathématique de qualité doit développer non seulement la
capacité a acquérir des connaissances et a les appliquer a des problemes
préalablement répertoriés, mais aussi 'aptitude a étudier des problémes plus
globaux ou des questions issues de situations réelles. Certaines situations
nécessitent la conception d’outils nouveaux pour les traiter. Ainsi, la réflexion
sur les concepts et les méthodes, la pratique du raisonnement et de la
démarche mathématique constituent des objectifs majeurs.

1l est attendu que la pratique du raisonnement mathématique a travers les
notions étudiées dans le cadre de ce programme concourt a la formation
de I'esprit des éléves : la rigueur du raisonnement, I'esprit critique, 'analyse
et le contrdle des hypotheéses et des résultats obtenus et leur pertinence au
regard du probléme posé, le sens de I'observation et celui de la déduction
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trouvent en mathématiques un champ d’action ou ils seront cultivés de
maniére spécifique.

Pour aider les éleves a effectuer la synthése des connaissances acquises dans
les différents domaines qu’ils ont étudié, il est souhaitable de mettre en
lumiére les interactions des champs de connaissance. La concertation entre
les enseignants par classe, discipline ou cycle peut y contribuer efficacement;
la cohérence et une organisation coordonnée entre les diverses disciplines est
fondamentale. 1l importe d’éviter les redondances tout en soulignant les points
communs, de limiter les divergences ou ambiguités dues a la diversité des
points de vue possibles sur un méme objet tout en enrichissant I'enseignement
par cette méme diversité.

Les éleves doivent aussi étre entrainés a l'utilisation en mathématiques d’un
logiciel de calcul symbolique et formel pour la résolution de problémes,
la formulation de conjectures ou la représentation graphique de résultats.
Lutilisation de ce logiciel, en libérant les éléves des aspects calculatoires
ou techniques (calcul, dessin, représentation graphique), leur permet de se
concentrer sur la démarche. Les concepts mathématiques sous-jacents sont
mis en avant et I'interprétation des résultats obtenus est facilitée. L'étude de
situations complexes hors de portée des techniques traditionnelles devient
possible.

Concernant les capacités d’expression et de communication, cela suppose,
a l'écrit, la capacité a comprendre les énoncés mathématiques, a mettre
au point un raisonnement et a rédiger une démonstration et, a l'oral,
celle de présenter de maniere claire et synthétique une démarche ou une
production mathématique. Les travaux individuels ou en équipe proposés
aux éleves en dehors du temps d’enseignement (devoirs libres, interrogations
orales, comptes rendus de travaux dirigés ou d’interrogations orales, exposés
de TIPE) contribuent de maniére efficace a développer ces compétences.
La communication utilise des moyens diversifiés auxquels il convient de
familiariser les éléves : cela concerne non seulement le tableau, dont la
maitrise est un élément essentiel, mais aussi les dispositifs de projection
appropriés (rétroprojecteur, vidéoprojecteur) et I'outil informatique.
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1l est aussi souhaitable que le contenu culturel des mathématiques ne soit
pas sacrifié au profit de la seule technicité. En particulier, les textes et les
références historiques rendent compte des interactions entre les problémes
mathématiques et la construction des concepts, mettent en évidence le
role central joué par le questionnement scientifique pour le développement
théorique. Ils montrent en outre que les sciences, et les mathématiques
en particulier, sont en perpétuelle évolution et que le dogmatisme n’est
pas la référence en la matiére. Dans ce sens, il pourra s’avérer pertinent
d’analyser l'interaction entre problémes et outils conceptuels; les seconds
sont développés pour résoudre les premiers mais deviennent a leur tour, et
aux mains des mathématiciens, des objets d’étude qui posent de nouveaux
problémes et peuvent ultérieurement servir au traitement d’autres classes de
problémes.

Organisation du texte du programme

Le programme de la classe de premiere année MPSI est présenté en deux
grandes parties, chacune d’elles correspondant a une période. Chacune de ces
parties définit un corpus de connaissances requises et de capacités attendues.

Le programme définit les objectifs de I'enseignement et décrit les connais-
sances et les capacités exigibles des éléves; il précise aussi certains points de
terminologie, certaines notations ainsi que des limites a respecter. A I'intérieur
de chaque période, le programme est décliné en chapitres (numérotées 1, 2, ...).
Chaque chapitre comporte un bandeau et un texte présenté en deux colonnes :
a gauche figurent les contenus du programme et a droite les commentaires.

- le bandeau définit les objectifs essentiels, délimite le cadre d’étude des
notions qui lui sont relatives. Il décrit parfois sommairement les notions
qui y sont étudiées;

- les contenus fixent les connaissances, les résultats et les méthodes figurant
au programme;

- les commentaires donnent des informations sur les capacités attendues des
éleves. lls indiquent des repéres et proposent des notations. lls précisent le
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sens ou les limites de certaines notions; les énoncés de certaines définitions
ou de certains résultats sont parfois intégralement explicités, 'objectif étant
ici d’'unifier les pratiques des enseignants.

La chronologie retenue dans la présentation des différents chapitres de
chaque période ne doit pas étre interprétée comme un modele de progression.
Cependant, la progression retenue par chaque professeur au cours de chaque
période doit respecter les objectifs de 'enseignement dispensé au cours de
cette période.

Contenu du programme

Le programme défini un corpus de connaissances requises et de capacités
attendues, et explicite des aptitudes et des compétences qu'une activité
mathématique bien concue est améne de développer. 1l permet a tous les
éléves d’acquérir progressivement le niveau requis pour la poursuite des
enseignements dispensés dans les grandes écoles, et plus généralement
les poursuites d’études dans différents établissements de I'enseignement
supérieur; il leur permet également de se réorienter et de se former tout au
long de leur parcours.

Le programme porte d'une part sur le secteur de I'analyse et des probabilités, et
d’autre part sur celui de I'algébre et de la géométrie. Létude de chaque domaine
permet de développer des aptitudes au raisonnement, a la modélisation et a
la représentation, d’établir des liens avec d’autres disciplines, et de nourrir les
thémes susceptibles d’étre abordés lors des TIPE.

Le programme d’algébre comprend I'étude de I'arithmétique des entiers
relatifs et des polyndmes a une indéterminée, et celle des notions de base de
I'algebre linéaire pour laquelle un équilibre est réalisé entre les points de vue
géométrique, algebrique et numérique.

Le programme d’analyse est centré autour des concepts fondamentaux de suite
et de fonction; il combine I'étude de problemes qualitatifs et quantitatifs;
il développe conjointement I'étude du comportement global de suite ou

Aller a la table des matieres



S

PROGRAMME DE MATHEMATIQUES CLASSE MPSI

de fonction avec celle de leur comportement local ou asymptotique. Les
interactions entre les aspects discret et continu y sont mises en valeur.

Lenseignement des probabilités fournit un modele mathématique prenant
en compte I'aspect aléatoire d’'un phénomene. 11 permet ainsi d’aborder des
situations réelles ou le hasard intervient. En premiére année seules les variables
aléatoires discrétes sont étudiées.

Le programme aborde les notions de convergence et de comparaison des
ordres de grandeur (étude locale), I'’étude des propriétés globales des fonctions
liées a la continuité et a la dérivabilité, I'étude des probabilités et des variables
aléatoires discretes ainsi que les notions de dimension et de rang en algébre
linéaire et quelques notions de base sur le produit scalaire et la géométrie
euclidienne. 11 développe les techniques relatives a

a l'usage des inégalités (accroissements finis, convexité, TAYLOR-

LAGRANGE,CAUCHY-SCHWARZ, etc.);

aux calculs sur les nombres (entiers, réels, complexes) et les polyndmes;

- ala pratique des développements limités et leurs applications;

- al’étude de la convergence ou de la divergence d’une suite, d'une série ou
d’'une intégrale;

- ala résolution des équations différentielles linéaires scalaires;

au calcul matriciel et a celui des déterminants;

a la pratique d’algorithmes divers.

Le programme encourage la démarche algorithmique et le recours a I'outil
informatique (calculatrices, logiciels). Il identifie un certain nombre d’algo-
rithmes (algorithmes du pivot de Gauss, d’EucLIiDE, de HORNER, de GRAM-
ScHMIDT, méthodes de NEewToN et des approximations successives, méthodes
de calcul approché d’intégrales, etc.) qui doivent étre connus et pratiqués
par les éléves. Ceux-ci doivent également savoir utiliser les fonctionnalités
graphiques des calculatrices et des logiciels.
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Organisation temporelle de la formation

Le programme de la classe de premiére année MPSI est présenté en deux
grandes parties, chacune d’elles correspondant a une période. Le programme
de la preimere période est étudié complétement en premier lieu, lors des cinq
premiers mois de I'année; celui de la deuxieme période est ensuite abordé. Le
programme doit étre traité en veillant a alterner, de préférence, des chapitres
d’analyse et de probabilité d’'une part et d’algebre et de géométrie euclidienne
de l'autre.

Les objectifs majeurs du programme de la premiére période sont les suivants :

- assurer la progressivité du passage aux études supérieures en commengant
les cours dans le prolongement des programmes du cycle du baccalauréat
scientifique, mettant ainsi a profit les connaissances acquises au lycée;

- familiariser les éléves avec la terminologie francaise;

- amener les éléves vers des problemes effectifs d’analyse, de probabilités,
d’algebre ou de géométrie en veillant a développer leur
- intuition;

- capacité a formuler clairement des résultats ou des raisonnements;
- capacité a mettre au point des démonstrations.

- susciter la curiosité et I'intérét des éléves en leur présentant un spectre
suffisamment large de problématiques et de champs nouveaux;

- donner les bases mathématiques indispensables a I'enseignement des
autres disciplines scientifiques (physique, chimie, sciences industrielles,
informatique, ...);

- d’éviter de proposer des exposés formels plus ou moins dogmatiques et
inconsistants.
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Recommandations pédagogiques pour le choix d’'une progres-
sion

Le programme est présenté en deux grandes parties, mais son organisation
n’est pas un plan de cours; il va de soi que cette présentation n’est
qu'une commodité de rédaction et ne doit pas faire oublier les interactions
nombreuses et étroites entre les différents domaines des mathématiques.

Les chapitres qui composent le programme suivent un ordre thématique
qui n’est d’ailleurs pas le seul possible. Cette organisation a pour objet de
présenter les différentes notions du programme de mathématiques et ne peut
en aucun cas étre considéré comme une progression de cours.

Chaque professeur adopte librement la progression qu’il juge adaptée au
niveau de sa classe et conduit 'organisation de son enseignement dans le
respect de la cohérence de la formation globale. 1l choisit ses méthodes et ses
problématiques en privilégiant la mise en activité' des éléves et en évitant
tout dogmatisme. En effet I'acquisition des connaissances et des capacités
est d’autant plus efficace que les éléves sont acteurs de leur formation. Le
contexte d’enseignement retenu doit motiver les éléves, favoriser I'acquisition
des connaissances et permettre le développement de leurs compétences et
capacités.

En contrepartie de cette liberté dans I'organisation de la progression, le respect
des objectifs de formation et son étalement dans I'année, comme indiqués
ci-dessus, reste une nécessité incontournable.

1. “Tell me and 1 forget, teach me and | may remember, involve me and 1 learn.” BENJAMIN FRANKLIN
(« Dis-moi et joublie, enseignes-moi et je peux me rappeler, impliques-moi et japprends. »)
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Vocabulaire de la théorie des ensemble et éléments de
logique

Ce chapitre regroupe les différents points de vocabulaire, notations et raison-
nement nécessaires aux éléves pour la conception et la rédaction efficace d’'une
démonstration mathématique.

Ces notions doivent étre introduites de maniére progressive, an fur et a mesure
des besoins et des exemples rencontrés dans le programme, en vue d’étre ac-
quises en fin de la premiére période. Elles ne doivent faire l'objet d'ancune étude
exhaustive bloquée en début d’année.

Toute étude systématique de la logique ou de la théorie des ensembles est hors
programmmne.

On suppose les éléves familiers avec la théorie naive élémentaire des ensembles.
Lobjectif est de fixer la terminologie.

Implication. Condition nécessaire, suffisante. Les éléves doivent étre capables
Négation d’'un énoncé. formuler la négation d’un énoncé.

Raisonnement par contraposition; raison-
nement par l'absurde. Equivalence logique
Connecteurs ET et OU.

Quantificateurs. Les éleves doivent étre entrainés a
I’emploi des quantificateurs pour
formuler avec précision les énoncés
mathématiques ainsi que leurs
négations.

On insistera sur la qualité de rédac-
tion des textes mathématiques ou
plus généralement scientifiques. En
particulier 'utilisation des quantifi-
cateurs et des symboles mathéma-
tiques en tant qu’abréviations doit
étre évitée.
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Ensemble N des entiers naturels. Toute partie  On ne construit pas I, on rappelle et
non vide de N admet un plus petit élément. on utilise ses propriétés.
Raisonnements par récurrence (faible et forte).

Ensembles. Eléments d’'un ensemble, relation Lensemble vide est noté (), I'en-
d’appartenance. Parties (ou sous-ensembles) semble des parties d’un ensemble £
d’'un ensemble, relation d’inclusion. est noté P(E).

Opérations sur les parties d'un ensemble : Notation A \ B pour la différence

réunion, intersection, différence, passage au etE \ A ou A ou C{ pourle

complémentaire. Partition d’'un ensemble. complémentaire d’une partie A
de E.

Produit cartésien d’ensembles.

Relation binaire sur E, relation d’équivalence, L'ensemble des classes d’équivalence

relation d’ordre. Ordre partiel, ordre total. réalise une partition de E. La notion
d’ensemble-quotient est hors

programme.

Pour A partie non vide de E ordonné : notions

de majorant et de minorant, de plus grand

élément (maximum), et plus petit élément

(minimum)

Application (ou fonction) d'un ensemble non Insister sur I'existence et I'unicité

vide E dans un ensemble non vide F. Restriction de I'image de tout élément de
et prolongement. I’ensemble de départ E. Notations

F(E,F) et FE. La restriction de f 2
A est notée f|A.

Famille indexée par un ensemble non vide.

Indicatrice d’une partie A d’'un ensemble E. Notation 1o. Tao(x) = 1six € A,
0 sinon.

Image directe, image réciproque d’une partie Notations f(A) et f~'(B).
par une application.

Composition d’applications.
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Injection, surjection, bijection. Application réci-

CLASSE MPSI

Lapplication réciproque d’une

) s . S, ye . . .. . . 1
proque d’une bijection. Composées d’injections, bijection f est notée f . La

de surjections, de bijections. Réciproque de la
composée de bijections.

notation ' (B) est cohérente.

Nombres complexes : calculs algébriques et applications

géométriques

Lobjectif de ce chapitre est de consolider et d’'approfondir les notions sur les
nombres complexes acquises en classe de terminale du cycle du baccalaunréat. Il
est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves sachent manipuler les nombres
complexes et les utiliser pour résoudre des problémes de géomeétrie plane

Le programme combine les aspects suivants :

- létude algébrique du corps C et les équations algébriques (équations du
second degré, racines n-iemes d'un nombre complexe) ;
- linterprétation géomeétrique des nombres complexes et leur utilisation en

géométrie plane;

- lintroduction de l'exponentielle complexe et l'étude de ses applications a la

trigonomeétrie.

Il est recommandé d’illustrer le cours par de nombreuses figures.

Parties réelle et imaginaire d'un nombre com-
plexe.

Conjugaison. Opérations sur les nombres com-
plexes, propriétés.

Affixe d'un point du plan, affixe d’'un vecteur.

Module d'un nombre complexe

Lensemble C peut étre construit a
partir de R? mais le programme ne
comporte aucun résultat théorique
sur cette construction.

Compatibilité de la conjugaison avec
les opérations.

Le plan affine euclidien rapporté
a un repere orthonormé direct est
identifié a C.

relation |z|? = zZ.
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Module d'un produit, module d'une somme.
Interprétation géométrique de |z — z’|, dis-
tance, cercle, disque. Inégalité triangulaire, cas
d’égalité.

Cercle trigonométrique L. Paramétrisation par
les fonctions circulaires.

Définition de e't, t € R. Relation e*(5Tt) = | es éleves doivent savoir linéariser
e'Se't. Factorisation de e'® + e''. Trigonomé- des puissances de fonctions
trie circulaire. Formules d’addition. Formules ~Circulaires, savoir exprimer

) simplement des sommes comme
d’EULER et de MOIVRE o

> sin(kt).

k=0
Forme trigonométrique rett avec v > 0 d'un  Congruence modulo 277 sur .
nombre complexe non nul. Arguments. Argu- Transformation de acost + bsint
ments d’'un produit, d'un quotient. Coordon- €N T cos(t — @) (amplitude, phase).
nées polaires.

Interprétation géométrique du module et de Traduction de I'alignement, de

I'argument de 272, I’orthogonalité. Cocyclicité.

Interprétation géométrique des applications
z — az + b. Similitudes directes. Cas particu-
liers : translations, homothéties, rotations. Cas
général.

Interprétation géométrique de la conjugaison. Létude générale des similitudes

Réflexions du plan. indirectes est hors programme.
Résolution des équations du second degré. Somme et produit des racines.
Racines n-iemes de l'unité, d'un nombre com- Notation LL,,. Représentation
plexe z 7& 0. géométrique.

Définition de I'exponentielle complexe : € = Notations exp(z), e*.
eRelz)ellm(z) gxponentielle d’'une somme.

Résolution de I'équation exp(z) = a.
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Somme et produit d'une famille finie de Notations ) ,[].
nombres complexes.

Exemples de changements d’indices et de re-
groupements de termes.Télescopages.

Sommes doubles, sommes triangulaires. Pro-
duit de deux sommes finies.

n n
sommes usuelles Y kK (G =1,2,3), 5 x¥. Fractorisation de a™ — b,
k=1 =1

Factorielle. Coefficients binomiaux. Notation (B)

Formule et triangle de PascaL. Formule du
bindme de NEwTON.

Systemes d’équations linéaires

Dans ce chapitre, on étudie les systemes d’équations linéaires a coefficients
réels ou complexes. Les solutions de tels systémes sont obtenues en utilisant les
opérations élémentaires sur les lignes (méthode de GAuss).

Il est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves soient capables, an moyen
de lalgorithme de GAuss, de résoudre un systeme d’équations linéaires.

Systeéme linéaire de n équations a p inconnues, On introduit aussi T, appelé tableau
A coefficients aij, 1 <1 <n, 1< ] < P augmenté, de terme général

et second membre by, -+ ,bn. Les aij et A S sij € [[1,pll

b; sont éléments de K = R ou C. On peut "/ by sij=p+1
présenter le systeme sous forme de couple : Ces présentations simplifiées sont

tableau A des a j, colonne B des b. intéressantes pour le traitement
informatique d’un systeme linéaire.
Elle conduisent naturellement a
I'utilisation de matrices.

Solutions dans KP d’'un systéme linéaire. Si  S(s) est un sous-ensemble de KP.
s désigne le systeme linéaire on note S(s)
I'ensemble des solutions.
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Systéme linéaire homogene : les b; sont tous
nuls.

Systémes échelonnés : le systéme linéaire est
échelonné quand les deux propriétés suivantes
sont vérifiées :

1. si une ligne de A est nulle, les lignes sui-
vantes le sont aussi;

2. quand deux lignes successives de A sont
non nulles, I'indice de colonne du premier
terme non nul de la ligne supérieure est
strictement inférieur a I'indice de colonne
du premier terme non nul de la ligne infé-
rieure.

Chaque premier terme non nul d’une ligne d’'un
systeme échelonné est appelé pivot.

Inconnues et équations principales; para-
meétres.
Systéme incompatible. Systéme compatible.

Forme générale des solutions d’'un systéeme
compatible échelonné.

Opérations élémentaires sur les lignes d'un
systéme linéaire. Une opération élémentaire
transforme un systeme linéaire s en un systeme
linéaire s’ qui posséde le méme ensemble de
solutions.

S

CLASSE MPSI

Dans le cas homogene, pour tout
/ !/
couple (Xh"' )XP)) (XM' o )Xp)
de solutions et tout couple (&, 3) de
/ !
K, (ox1 4+ Bxqy -y oxp + Bxp)
est solution.

Un systeme linéaire non nul

est échelonné quand il existe
unentierk € [[1,n]] etune
application strictement croissante
@ : [,k — [[1,p]] tels
que ai ¢ (1) 7£ Ov] <i<k
et (j < @(i) oui > k) implique
ai; = 0.

Description des solutions au moyen
d’une solution particuliére et des
solutions du systéme homogéne
associé.

On utilise les notations tradition-
nelles L; <— Li + AL; (transvection),
L; <> Lj (échange), L; <+ «L;
(dilatation).
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Algorithme du pivot de Gauss. En utilisant
échanges de lignes et transvections on peut
transformer s en s’ échelonné. Noter I'égalité

S(s’) = S(s).

Le nombre de parametres est égal a la diffé-
rence du nombre d’'inconnues et du rang.

Exemples de résolution de systémes linéaires.
Application aux problémes d’intersection en
géométrie du plan et de I'espace.

Nombres réels

S

CLASSE MPSI

Un changement d’indexation

des inconnues permet, dans une
ultime étape, d’obtenir un systeme
échelonné pour lequel @ (i) = 1,
quel que soit i € [[1,k]]. Le nombre
k est un invariant du tableau A des
coefficients a; j, cela sera démontré
plus tard (rang d’une matrice).

Pour des systémes de taille n > 3 ou
P > 3, on utilise I'outil informatique.
On met en évidence sur un exemple
I'instabilité numérique de la
méthode due aux erreurs d’arrondis.

Les nombres réels sont supposés connus ; on rappelle leurs propriétés fondamen-
tales sans pour autant adopter un point de vue axiomatique, en mettant l'ac-
cent sur le principe de la borne supérieure / inférieunre.

Il est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves aient une bonne malitrise
des automatismes et du vocabulaire de base relatifs aux inégalités et soient
entrainés a lusage de la caractérisation de la borne supérieure / inférieure.

On peut utiliser les quantificateurs pour formuler certaines propriétés des réels
(notamment celles relatives a lordre) et obtenir leurs négations.

Nombre rationnels, réels, irrationnels. R est un
corps commutatif totalement ordonnée.

Valeur absolue d'un réel. Inégalités triangu-
laires.

Propriété d’ARCHIMEDE. Partie entiére. Approxi-
mations décimales d’un réel.

La construction de R est hors
programme.

Notation |x|. Valeurs décimales
approchées a la précision 10~ ™ par
défaut et par excés.
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Majorant, minorant d’'une partie non vide. Plus
grand, plus petit élément d’une partie non vide
(sous réserve d’existence).

Une partie X de R est un intervalle si et [a,b] peut étre introduit comme
seulement si pour tous a,b € X tels que ¢étantl’ensemble {x € X, a < x <
a<b,lab]l CX b}.

Segment. Intervalle admettant un plus petit et
un plus grand élément

Borne supérieure (resp. inférieure) d'une partie Caractérisation. Notations sup X
X non vide majorée (resp. minorée) de R. (resp. inf X).

Axiome de la borne supérieure.

Partie dense de IR ; densité de Q et R\ Q dans Une partie de IR est dense dans R si
R. elle rencontre tout intervalle ouvert
non vide.

Droite achevée R.

Suites numériques

Ce chapitre conjointement avec le précédent posent les fondements du pro-
gramme d’'analyse en MPSI. Il est consacré aux suites numérigques et combine
létude des aspects qualitatifs (monotonie, convergence, divergence) et celle des
aspects quantitatifs (majoration, encadrement, vitesse de convergence ou de
divergence).

On soulignera lintérét des suites, tant du point de vue pratique (modélisation
de phénomenes discrets) que théorique (approximation de nombres réels).

Suites réeles

Suite majorée, minorée, bornée. Suite station-
naire, monotone, strictement monotone.

Limite finie ou infinie d’'une suite

Unicité de la limite.

Notation u,, —> 1

Ecriture limu, = L.
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Suite convergente, divergente. Toute suite
convergente est bornée.

Opérations sur les limites : combinaison li- Produit d’une suite bornée et d’une

néaire, produit, quotient. suite de limite nulle. Exemples de

S R R formes indéterminées.
Stabilité des inégalités larges par passage a la

limite. Si (Un )Jnen converge vers L > 0, alors
Uy > 0 a partir d'un certain rang.

Théoréme de convergence par encadrement.
Théoremes de divergence par minoration ou
majoration.

Théoréme de la limite monotone : toute suite Toute suite croissante majorée

monotone posséde une limite. converge, toute suite croissante
non majorée tend vers 4+-00.

Théoreme des suites adjacentes.
Suite extraite. Si une suite posséde une limite, Utilisation pour montrer la

toutes ses suites extraites possedent la méme divergence d’'une suite. Si (1)
limite. et (Uxn 1) tendent vers 1, alors
(U, ) tend vers L.

Théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS. Les éléves doivent connaitre le
principe de la démonstration par
dichotomie.

Caractérisation séquensielle de la densité d’'une Applications : densité de (Q et de
partie de R. I’ensemble des nombres décimaux.

Si X est une partie non vide majorée (resp. non
majorée) de R, il existe une suite d’éléments
de X de limite sup X (resp. 4+00).

Suites complexes

Breve extension des définitions et résultats Caractérisation de la limite

précédents, théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS. €N termes de parties réelle et
imaginaire.
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Suite arithmétique, géométrique. Suite Les éléves doivent savoir déterminer
arithmético-géométrique. Suite récurrente une expression du terme général i,
linéaire homogene d’ordre 2 a coefficients d'une tellesuite en fonction de n.
constants.

Fonctions de la variable réelle, limites et continuité

Ce chapitre est consacré a l'étude des notions de limite et de continuité d'une
fonction a valeurs réelles ou complexes. Les propriétés a caractére local sont
énoncées et étudiées finement a l'aide des € et des 1.

ILest attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves aient une bonne maitrise des
propriétés locales et globales des fonctions continues.

Dans de nombreuses questions de nature qualitative, on visualise une fonction
par son graphe. On tachera ici de souligner cet aspect géométrique en ayant
recours a de nombreuses figures.

Généralités
Ensemble de définition.

Représentation graphique d’une fonction f a Graphes des fonctions x —

valeurs réelles. f(x) + a,x — f(x + a),
x — f(a —x),x — flax),
x — af(x).

Parité, imparité, périodicité. Interprétation géométrique de ces
propriétés.

Somme f 4 g, produit fg, composée g o f,
max(f, g), min(f, g).

Monotonie (large et stricte).

Fonctions majorées, minorées, bornées.
Limites et continuité

Les notions de limites ont déja été abordées pour les suites, le professeur a la
liberté d’admettre certains résultats sans démonstrations.

Pour la pratique du calcul de limites, on se borne a ce stade a des calculs tres
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simples, en attendant de pouvoir disposer d'outils efficaces (développements

limités).

Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R non vide et non réduit a un
point, et sont a valewurs réelles sauf mention explicite du contraire. Le point a
considéré par la suite est toujours élément de I ou extrémité de 1.

On dit quune propriété portant sur une fonction f définie sur 1 est vraie aun
voisinage de a si elle est vraie sur lintersection de 1 avec un intervalle ouvert
centré en a lorsque a est réel, avec un intervalle [A, +ool, si a = +oo, avec un

intervalle ] — oo, Al si a = —o0.

Limite finie ou infinie d’'une fonction en a.
Unicité de la limite.

Si f est définie en a et posséde une limite 1 en
a, alors | = f(a).

Si f posséde une limite finie en @, f est bornée
au voisinage de a.

Limite a droite, limite a gauche.

Extension de la notion de limite en a lorsque
f est définie sur I\ {a}

Caractérisation séquentielle de la limite (finie
ou infinie).

Opérations algébrique sur les limites : combi-
naison linéaire, produit, quotient.

Composition de limites. Conservation des in-
égalités larges par passage a la limite.
Théoréemes d’encadrement (limite finie), de
minoration (limite +00), de majoration (limite
—00). Théoreme de la limite monotone.

Notations f(x) — 1
X—a

lim f(x) =1

Ecritures limf = 1,
a X—a

Notations lim f(x)ou lim f(x).
Xx—a x—sa
XxX>a

Notations lim f(x).
X—a

X#a

Exemples de formes indéterminées.
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Continuité, prolongement par continuité en un
point.

Continuité a gauche, a droite. Caractérisation
séquentielle de la continuité en un point.

Opérations algébriques sur les fonctions conti-
nues en un point : combinaison linéaire, pro-
duit, quotient.

Composition de fonctions continues.
Continuité sur un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires. Limage Sif : [a,b] — R est une fonction
d’un intervalle par une fonction continue est continue etsiy est un réel compris
un intervalle. entre f(a) et f(b), il existe x dans
[a, b] tel que f(x) = y. Il en résulte
que 'image d’un intervalle [ de R
par une fonction continue réelle
définie sur I est un intervalle.

Cas d’une fonction strictement monotone.

Calcul approché d’un zéro d’'une fonction conti-
nue par l'algorithme de dichotomie.

Toute fonction continue sur un segment est
bornée et atteint ses bornes.

Limage d’'un segment par une fonction conti-
nue est un segment.

La fonction f étant supposée continue sur I,
elle est injective si et seulement si elle est
strictement monotone.

La réciproque d’une fonction continue et stric-
tement monotone sur I est continue.

Extension des définitions et résultats précé- Caractérisation de la limite et de la

dents au cas de fonctions a valeurs complexes. continuité a Iaide des parties réelle
et imaginaire.
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Fonctions de la variable réelle, dérivation

Ce chapitre est consacré a létude de la dérivation; on y aborde aussi les
fonctions usuelles, les fonctions convexes et les suites récurrentes.

Il est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves

- aient une bonne maitrise des propriétés locales et globales des fonctions
dérivables et soient capables de démontrer celles qui seront étudiées a ce
stade;

— puissent mener l'étude d’'une fonction ( continuité et dérivabilité, prolonge-
ment, symeétries, périodicité, domaine d’étude, sens de variations, recherche
d’extremums et obtention d'inégalités, tracé du graphe et dérmination des
asymptotes, tracé du graphe de la réciproque, ...);

- aient une connaissance a la fois théorique et pratique des principales inéga-
lités (inégalité des accroissements finis , inégalités de convexité, inégalité de
CAUCHY-SCHWARZ, etc.).

On attachera une importance a l'aspect géometrique des propriétés étudiées en

ayant recours a de nombreuses figures pour les illustrer et les visualiser.

Les fonctions sont définies sur un intervalle I de R non vide et non réduit a un
point, et sont a valeurs réelles sauf mention explicite du contraire. Le point a
considéré par la suite est toujours élément de L.

Fonctions dérivabes

Dérivabilité en un point, nombre dérivé. Interprétation géométrique :
tangente au graphe en un point.

La dérivabilité entraine la continuité.
Dérivabilité a gauche, a droite.
Dérivabilité et dérivée sur un intervalle.

Opérations sur les fonctions dérivables et les
dérivées : combinaison linéaire, produit, quo-
tient.

Dérivée d’'une fonction composée, dérivée de
la fonction réciproque.
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Extremum local, extremum global.

Si f est dérivable et présente un extrémum Un point critique est un zéro de la
local en un point a intérieur a I alors a est un  dérivée.
point critique de f

Théoréme de RoLLE, égalité des accroissements Interprétations géométrique
finis. et cinématique. Application a
I’existence de zéros d’une fonction.

Inégalité des accroissements finis : si f est
dérivable et si [f/| est majorée par k, alors f
est K-lipschitzienne.

Caractérisation des fonctions dérivables
constantes, monotones, strictement mono-
tones sur un intervalle.

Théoreme de la limite de la dérivée : si f est Sil € RR, alors f est dérivable en a
continue sur I, dérivable sur I\ {a} et s'il existe et f’ est continue en a.
L dans R tel que lim f(x) =1, alors

x#a
f(x) — f(a)
m————==1
XxX—a X —a

x#a
Dérivées d’ordre supérieur d'une fonction. Pour
k € N U {400}, fonction de classe C¥.

Opérations sur les fonctions de classe ek . com-
binaison linéaire, produit (formule de LEiBNIZ),
quotient.

Composée de fonctions de classe ek, Réci-
proque d’'une fonction de classe ek,
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Théoréme de classe C* par prolongement : si
f est de classe C¥ sur I\ {a} et si f(V)(x)
posseéde une limite finie lorsque X tend vers a
pour tout i € {0, 1,...,k}, alors f admet un
prolongement de classe C¥ sur 1.

Cas des fonctions complexes : extension des
définitions et résultats précédents aux fonc-
tions complexes.

Inégalité des accroissements finis pour une
fonction complexe de classe el

Etude de fonctions

Détermination des symétries et des périodicités
afin de réduire le domaine d’étude.

Tableau de variations.

Asymptotes.
Tracé du graphe.
Graphe d’une réciproque.

Fonctions usuelles

CLASSE MPSI

Caractérisation de la dérivabilité et
de la classe C¥ en termes de parties
réelle et imaginaire.

Ce résultat est a justifier en utilisant
I'intégration.

Application a la recherche d’extre-
mums et a 'obtention d’inégalités.

Les fonctions puissances, l'éxponentielle réelle et les fonctions sinus et cosinus
sont décrites en détail mais leur existence est admise; leurs propriétés peuvent
étre démontrées en partie. On en déduit l'étude des autres fonctions usuelles.

ILest attendu qu'a Vissue de ce chapitre, les éléves aient une bonne connaissance
des fonctions usuelles et soient en particulier capables de se représenter leur
graphe, de définir les fonctions trigonomeétriques réciproques (circulaires et
hyperboliques), de manipuler les formules d’addition, etc.

Notations internationales standard : exp, In, cos, sin, tan, cot, cosh, sinh, tanh,
coth, arccos, arcsin, arctan, arccosh, arcsinh, arctanh.
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Fonctions exponentielle, logarithme népérien, Dérivées, variations et graphes.
puissances.

Relations fonctionnelles. (xy)* = x*y*, x*+P = x*xB,
[0

Croissances comparées des fonctions loga-
rithme, puissances et exponentielle.

Fonctions trigonométriques circulaires et hy- sin, cos, tan, sinh, cosh, tanh. arcsin,
perboliques. Leurs fonctions réciproques. arccos, arctan, arcsinh, arccosh,
arctanh.

Fonction O — et

Fonctions convexes

Lobjectif de cette section est d’introduire brievement la notion de partie convexe
du plan R? en vue d'étudier les fonctions convexes d’une variable réelle; la
notion de barycentre est introduite exlusiveiment pour aborder la convexité.

Le cours gagne a étre illustré par de nombreuses figures. On soulignera lintérét
des fonctions convexes pour obtenir des inégalités.

Dans le plan R?, notions de barycentre et de
partie convexe; caractérisation d’une de partie
convexe a I'aide de barycentres a coefficients
positifs.

Fonctions a valeurs réelles convexes; inégalité Une fonction f est convexe sur

de convexité. Fonctions concaves. Pintervalle I de R si pour tout (x,y)
de IZ et tout A de [0, 1] :

F((1=A)x+Ay) < (T=A)f(x)+Af(y)

Inégalité de JENSEN Si f est convexe sur [, x1,
X2,...,Xn des points de [ et Ay,
A2y ...y An des éléments de R™ de

somme 1 alors

f( i Aixi) < i Aif(xi)

i=1 i=1
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Caractérisations : convexité de I'épigraphe, po-
sition relative du graphe et d’'une de ses cordes,
inégalité des pentes.

Caractérisation des fonctions convexes déri- Position relative du graphe d’une
vables sur I, des fonctions convexes deux fois fonction convexe dérivable et de ses
dérivables sur L. tangentes.

Inégalités de CAUCHY-SCHWARZ, de YOUNG, inéga-
lité arithmético-géométrique.

Suites récurrentes

Lors de l'étude d'une suite de nombres réels définie par une relation de récur-
rence du type un 1 = f(uyn), il est utile de mettre en valeur le réle des varia-
tions de f pouren déduire celles de la suite (W, ). En outre, pour étudier la vitesse
de convergence vers a de U, on peut exploiter le comportement local de f aun
voisinage de a et, notamment, une inégalité du type |f(x) — f(a)| < k|x — q|
on0 <k <1, oudutype [f(x) —f(a)] < Alx —al®>, A > 0.

Intervalle stable par une fonction, point fixe
d’une fonction.

Suite définie par un 1 = f(un).

Si (Uup)n € N converge vers a et si T est
continue en a alors a est un point fixe de f.

Exemples d’étude dans le cas ou f est monotone
ou lipschitzienne.

Méthode de NewToN dans des cas simples.
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Primitives et équations différentielles linéaires

Ce chapitre est consacré au calcul des primitives et a l'étude des équations
différentielles linéaires; le point de vue adopté est principalement pratique :
il sagit, en prenant appui sur les acquis du lycée, de mettre en ceuvre des
techniques de l'analyse. Les définitions précises et les constructions rigoureuses
des notions de calcul intégral utilisées sont différées a un chapitre ultérienr.

Pour illustrer le cours sur les équations différentielles, on traitera des exemples
notamment issus des autres disciplines scientifiques et on étudiera sur quelques
exemples le probleme de raccordements de solutions.

Il est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves

- soient capables de mener des calculs de primitives dans des cas usuels ;

— puissent mettre en pratique, sur des exemples simples, les techniques d'inté-
gration par parties et de changement de variable;

- sachent appliquer les deux points précédents lors de l'étude des équations
différentielles linéaires du premier ordre et celles du second ordre a coeffi-
cients constants.

Les fonctions considérées sont a valeurs réelles ou complexes.

Primitives d’'une fonction définie sur un inter-
valle.

Primitives des fonctions puissances, trigonomé- Les éléves doivent savoir utiliser

triques et hyperboliques, exponentielle, loga- les primitives de x —— e
rithme. pour calculer celles de x +——
e cos(bx) et x — e**sin(bx).
Ils doivent aussi savoir calculer les
primitives d’une fonction du type

X ax2+bx+c”

Pour une fonction f continue sur I, l'inté-
grale de a a b, IZ f(x)dx, est donnée par
F(b)—F(a) ot F est une primitive quelconque
de f sur L.

Dérivée de X — fz f(t)dt ou T est continue.
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Toute fonction continue sur un intervalle ad- Résultat admis
met des primitives.

Intégration par parties pour des fonctions de Exemples de calculs d’intégrales au
classe C'. moyen d’une intégration par parties
Changement de variable : si @ est de classe @' ou d’'un changement de variables.

sur [ et si f est continue sur @(I), alors pour "¢t d’un Chaﬁgementldg vgr‘|a’ble
affine pour exploiter la périodicité et
tous a et b dans I

©(b) b les symétries, ou pour se ramener au
J f(x)dx = J f((p(t)) @ /(t)dt. cas ou I'intervalle d’intégration est
(p(a] a [O,]]ou [7],“
Equation différentielle linéaire du premier Equation homogéne associée. Cas
ordre : particulier ot la fonction a est

constante.

y' +a(x)y =b(x)
ol a et b sont des fonctions continues sur un
intervalle I de R.

Résolution d'une équation homogeéne.

Principe de superposition. Forme générale
des solutions. Méthode de variation de la
constante.

Existence et unicité de la solution d’'un pro-
bléme de CAucHY.

Exemples d’étude dans des cas simples d'équa- Raccordements de solutions.
tions de type a(x)y’+b(x)y = c(x), la fonc-
tion a pouvant s'annuler en des points de L.
Equation différentielle linéaire du second ordre
a coefficients constants :
y" + ay’ + by = f(x)
ot a et b sont des scalaires et f est une
application continue a valeurs dans R ou C.
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Résolution de I'équation homogeéne associée  Cas réel et complexe : équation ca-
ractéristique, systeme fondamental
de solutions de I’équation homo-
gene.

Principe de superposition.
Forme générale des solutions.

Méthode de la variation des constantes (mé-
thode de LAGRANGE).

Existence et unicité de la solution d’'un pro-
bléme de CAuCHY.

Développements limités, calcul asymptotique

Ce chapitre est consacré aux développements limités et le calcul asymptotique.
Son objectif est de familiariser les éléves avec les techniques asymptotiques de
base, dans les cadres discret et continu. Les suites et les fonctions y sont a valeurs
réelles ou complexes, le cas réel jouant un role prépondérant.

On donne la priorité a la pratique d’exercices plutot qua la vérification de pro-
priétés élémentaires relatives aux relations de comparaison. De méme, on ex-
pose le calcul des développements limités (somme et produit de fonctions, fonc-
tions composées) a partir d’exemples explicites, en évitant toute présentation
systématique.

On insiste sur lestimation des restes; pratiquement, on écrira par exemple

cosx = 1 — %xz + B(x)x* out B est une fonction continue en 0, plutot que
1.2 2

cosx =1 — 3x° +o(x7).

ILest attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves

- connaissent les développements limités usuels;
- maltrisent la pratique du calcul asymptotique et ses applications au calcul
des limites, a l'étude locale des fonctions et des courbes, etc.

En revanche, les situations nécessitant des claculs trés longs ou d'une grande
technicité seront traités a l'aide d’outils logiciels auquels il convient d’initier les
éléves.
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Relations de domination, de négligeabilité et
d’équivalence pour les suites.

Traduction a l'aide du symbole o des crois-
sances comparées des suites de termes géné-
raux InP (n), n®, e¥™,

Liens entre les relations de comparaison.

Opérations algébriques sur les équivalents.
Propriétés conservées par équivalence : signe,
limite.

Adaptation aux fonctions des définitions et
résultats précédents.

Développement limité, unicité des coefficients,
troncature.

Forme normalisée d'un développement limité :
f(a+h) = hP(apo+ajh+:--+a,h™+o(h™))
avec ap # 0.

Opérations sur les développements limités :
combinaison linéaire, produit, quotient.

Primitivation d’'un développement limité.

Formule de Taylor-Young : développement li-
mité a 'ordre n en un point d'une fonction de
classe C™.

S
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Notations u,, = O(Vn),
U, = O(Vn), Up ~ Vn.

Equivalence des relations u,, ~ vy,
etUn —Vn = O(Vn)-

Développement limité en 0 d’une
fonction paire, impaire.

Equivalence f(a + h) - aohP;

h—0
signe de f au voisinage de a.

Utilisation de la forme normalisée
pour prévoir I’ordre d’un dévelop-
pement. Les éléves doivent savoir
déterminer sur des exemples simples
le développement limité d’une com-
posée, mais aucun résultat général
n’est exigible. La division selon les
puissances croissantes est hors pro-
gramme.
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Développement limité A tout ordre en O de
exp, sin, cos, sinh, cosh, x +— In(1 + x),
x — (1 4+ x)%, arctan, et de tan a l'ordre
3.

Utilisation des développements limités pour
préciser I'allure d’'une courbe au voisinage d’'un
point.

Exemples de développements asymptotiques

Formule de STIRLING.

CLASSE MPSI

Condition nécessaire, condition
suffisante a I’ordre 2 pour un
extremum local.

La notion de développement
asymptotique est présentée sur
des exemples simples. La notion
d’échelle de comparaison est hors
programme.

La démonstration n’est pas exigible.

Courbres paramétrées dans le plan R?

Létude des courbres paramétrées dans R? prolonge celle des fonction réelles de
la variable réelle. Elle permet d'illustrer le chapitre « Développements limités,

calcul asymptotique ».

Il est attendu qua lissue de ce chapitre les éléves puissent mener, sur des
exemples simples, l'étude d’'une courbe paramétrée (y compris en coordonnées

polaires).

Ce chapitre est étudié notamment pour les besoins des autres disciplines scien-

tifiques enseignées en CPGE.

Courbe paramétrée (ou chemin) de classe ek
dans R?, k € N U { oo}. Chemin fini, simple.

On appelle chemin ou courbe
paramétrée de classe C¥ dans R?
une application 'y de classe ek
d’un intervalle I de R dans R?. Un
tel chemin est dit simple si y est
injective.

On définit une application de classe
@k d’un intervalle I de R dans R?
en considérant ses composantes.
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Image Y(I) du chemin 7y (ou trajectoire du
mouvement y).

Point régulier, vecteur tangent en un point
régulier. Chemin régulier.

Interprétation cinématique.

Définition des demi-tangentes en un point
Y (to) de 7y, de la tangente en ce point.

Existence de la tangente en un point ol I'un au
moins des vecteurs dérivés successifs est non
nul, par exemple en un point régulier.

Etude locale : allure d’'une courbe paramétrée
en un point régulier ou singulier. Point birégu-
lier.

Branches infinies.

Exemples d’étude des courbes paramétrées en
coordonnées polaires.

Equation polaire d’une conique.

S
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Mouvement d’un point mobile dans
le plan, vitesse, accélération.

Dans cette étude on met en évidence
I’utilisation des développements
limités et du calcul asymptotique.
On décrit les allures possibles d’une
courbe en un point régulier ou
singulier a partir d’exemples.

Recherche des directions asympto-
tiques, des asymptotes et étude de la
position de la courbe par rapport aux
asymptotes a partir d’exemples.

Vocabulaire relatif aux structures algébriques

On présente ici les structures algébriques utiles a l'étude du programme. Ce
chapitre, strictement limité au vocabulaire décrit ci-dessous, a pour objectif de
permettre une présentation unifiée des exemples usuels. En particulier, l'étude

de lois artificielles est exclue.
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Loi de composition interne. Associativité, com- Inversibilité et inverse du produit de
mutativité, élément neutre, inversibilité, distri- deux éléments inversibles.

butivité. Partie stable.

Groupe. Notation X" dans un groupe

multiplicatif, nx dans un groupe
additif.

Exemples usuels : groupes additifs Z, Q, R, C,
groupes multiplicatifs Q% , Q*, R}, R*, C*,
u, u,.

Groupe des permutations d’'un ensemble E. Notation Sg.
Sous-groupe : définition, caractérisation.

Anneau, anneau intégre, corps. Par convention un anneau est
unitaire, un corps est commutatif.

Exemples usuels : Z, Q, R, C.

Calcul dans un anneau. Relation a™ — b™ et formule du
binéme si a et b commutent.

Groupe des inversibles d’'un anneau.

Arithmétique des entiers

Lobjectif de ce chapitre est d’étudier les propriétés de la divisibilité des entiers
et celles des congruences; il développe l'arithmétique des entiers. Lalgorithime
d’EucLiDE (division euclidienne) y joue un role central : il fournis des démons-
trations alternatives constructives. Il est attendu qu'a lissue de ce chapitre, les
éléves sachent lappliquer a la détermination d’'un pgcd ou d’'une relation de
BEzOUT.

Multiples et diviseurs d'un entier relatif, di- On note D(a) I'ensemble des
visibilité dans Z. Entiers inversibles, relation diviseurs de a.
d’association.

Théoréme de la division euclidienne.
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pcep de deux entiers non tous deux nuls.

Algorithme d’EucLipe. Relation de BEzour.

PPCM.
Couple d’entiers premiers entre eux.

Théoreme de BEzouT. Lemmes d’EucLIDE et de
GAUSS.

pceb d'un nombre fini d’entiers, relation de
BEzouT. Entiers premiers entre eux dans leur
ensemble, premiers entre eux deux a deux.

Nombre premier. Théoréeme d’EucLiDE : Len-
semble des nombres premiers est infini. Théo-
reme fondamental de I'arithmétique : existence
et unicité de la décomposition d’'un entier na-
turel non nul en produit de nombres premiers.
Valuation p-adique, p premier.

Relation de congruence modulo un entier sur

Z.

Opérations sur les congruences : somme, pro-
duit.

Petit théoréme de FERMAT.

S
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Noté a /\ b, c’est le plus grand
élément de D(a) N D(b) pour
I’ordre naturel de Z.
D(a)ND(b) =D(a/ADb).

Lalgorithme d’EucLiDe fournit une
relation de BEzouT.

Notation a V' b. Lien avec le pGcb.
Forme irréductible d’un rationnel.

EucLIDE : si a et b divisent ¢ et sont
premiers entre eux, alors ab divise
C.

GAuss : si a divise bc et si a est
premier avec b, alors a divise c.

Notation vy, (). Caractérisation de
la divisibilité en termes de valuations
Pp-adiques. Expressions du pGcp

et du ppcM a ’aide des valuations
p-adiques.

Notationa =b [n].

Létude des anneaux Z/nZ est hors
programme.
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Polynémes

S

CLASSE MPSI

Lobjectif de ce chapitre est d’étudier les propriétés de base de ces objets formels
et de les exploiter pour la résolution de problémes portant sur les équations
algébrigques et les fonctions numériques. Larithmétique de K[X] est développée
selon le plan déja utilisé pour larithmétique de Z, ce qui autorise un exposé
allégé. Le programme se limite au cas on le corps de base K est R ou C.

Comme pour les entiers, l'algorithime d’EucLIiDE (division euclidienne) fournis
des démonstrations alternatives constructives; il est attendu qua lissue de ce
chapitre, les éléves sachent appliquer a la détermination d'un pged on d'une

relation de BEzouT.
Anneau des polyndmes a coefficients dans K
et une indéterminée.

Degré, coefficient dominant, polyndme uni-
taire.

Opérations sur les degrés : somme, produit.

Composition des polynomes.

Multiples et diviseurs d'un polynéme, divisibi-
lité dans K[X]. Polyndmes inversibles, relation
d’association.

Théoréme de la division euclidienne.

pcep de deux polyndmes non tous deux nuls.

Algorithme d’EucLIDE.

Notation K[X].

Le degré du polynéme nul est —oo.
on note K, [X] I'ensemble des
polyndmes de degré au plus n.

KI[X] est intégre.

Degré et composition.

On note D(P) ’ensemble des
diviseurs de P.

Noté P /\ Q c’est le polynéme
unitaire de plus grand degré
appartenanta D(P) N D(Q). On
peut, par abus de langage, appeler
aussi pGep de Py Q tout polyndéme
associé a P\ Q.
D(P)NnD(Q)=D(PAQ).
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Relation de BEzour.

PPCM.

pcep d’'un nombre fini de polyndmes, relation
de BEzout. Polyndmes premiers entre eux dans
leur ensemble, premiers entre eux deux a deux.

Théoréme de BEzour.
Lemmes d’EucLIDE et de GAUSS.

Fonction polynomiale associée a un polynoéme.
Racine (ou zéro) d’un polyndme, caractérisation
en termes de divisibilité.

Le nombre de racines d’'un polynéme non nul
est majoré par son degré.

Multiplicité d’'une racine.

Polynome scindé. Relations de ViETe entre coef-
ficients et racines.

Polyndmes irréductibles de K[X].

Théoréme de d’ALEMBERT-GAUSS.

Polyndmes irréductibles de C[X] et de R[X].
Théoréme de décomposition en facteurs irré-
ductibles dans K[X].

Dérivée formelle d'un polynéme.

S
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Lalgorithme d’EucLipE fournit une
relation de BEzouT.

Notation PV Q. Lien avec le pGcp.

Algorithme de HORNER pour le
calcul des valeurs d’une fonction
polynomiale.

Détermination d’un polynéme par la
fonction polynomiale associée.

SiP(a) # 0 aestracine de P de
multiplicité o.

Aucune connaissance spécifique sur
le calcul des fonctions symétriques
des racines n’est exigible.

La démonstration est hors pro-
gramme.

Caractérisation de la divisibilité
dans C[X] a I’aide des racines et des
multiplicités.

Pour K = R, lien avec la dérivée de
la fonction polynomiale associée.
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Opérations sur les polyndmes dérivés : combi-
naison linéaire, produit. Formule de LeigN1z. For-
mule de TavLor polynomiale. Caractérisation de
la multiplicité d’'une racine par les polyndmes
dérivés successifs.

Théoreme d’interpolation de LAGRANGE. SiX1,- -+ ,Xn sontdes éléments
distincts de K etyq,- -+ ,yn des
éléments de K, il existe un et un seul
P € K, _1[X] tel que pour tout
1:P(xy) = yi. Description des
polynémes Q tels que pour tout i :

Q(xi) = yi.
Fractions rationnelles
Le programme se limite au cas ow le corps de base K est R ou C.
Fractions rationnelles a coefficients dans K. La construction de IK(X) n’est pas
Corps K(X). exigible.
Forme irréductible d’'une fraction rationnelle.

Fonction rationnelle.

Degré, partie entiére, zéros et pdles, multiplici-
tés.
Eléments simples sur C et sur R. Théoréme La démonstration est hors pro-

d’existence et unicité de la décomposition en gramme, de méme que la division

éléments simples sur C et sur R selon les puissances croissantes. On
limitera la technicité des exercices.

Décomposition en éléments simples de P’ /P.
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11 s’agit de compléter les résultats de la premiere partie en développant

- T'étude des espaces vectoriels et des applications linéaires;

- T'utilisation du calcul matriciel en algébre linéaire;

- les notions fondamentales relatives aux espaces préhilbertiens;

- I'étude de l'intégration sur un segment puis sur un intervalle quelconque;

- l'étude des séries numériques;

- les notions relatives aux probabilités en se limitant aux variables aléatoires
discretes.

Espaces vectoriels

Les deux premiers chapitres de cette partie sont organisés autour des axes
suivants :

— étudier les notions de base relatives aux espaces vectoriels, aux applications
linéaires et a lindépendance linéaire;

— définir la notion de dimension, qui interprete le nombre de degrés de liberté
d'un probléeme linéaire. On insiste sur les méthodes pratiques de calcul de
dimension en faisant apparaitre quelles reposent sur deux types de repreé-
sentations : parameétrisation linéaire d’un sous-espace vectoriel, description
d’un sous-espace vectoriel par des équations linéaires ;

- présenter un certain nombre de notions de géométrie affine de maniére a
consolider et enrichir les acquis relatifs a la partie affine de la géomeétrie
classique du plan et de l'espace.

Lors de cette étude, on fera usage de nombreuses figures et on soulignera
comment lintuition géomeétrique permet d'interpréter en petite dimension les
notions de lalgébre linéaire, ce qui facilite leur extension a la dimension
quelcongue.

Il est attendu qua lissue des deux premiers chapitres de cette partie, les éléves

- aient assimilé les notions d'espace vectoriel et d’'application linéaire, et les
procédés usuels de leur construction ;

- sachent reconnaitre les problémes linéaires et les modéliser a l'aide des
notions d’espace vectoriel et d’application linéaire ;

- connaissent les conséquences du théoréme de la base incompléte (définition
de la dimension, théoreme du rang);
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- maitrisent le passage de lexpression géométrique d'un probléme (en termes
d’'applications linéaires, de sous-espaces vectoriels, etc.) a son expression algé-
brique (en termes d'équations linéaires, de matrices, etc.) et vice versa;

- soient capable, au moyen de l'algorithime de Gauss, de déterminer un
rang, dextraire une sous-famille libre maximale d'une famille de vecteurs
(base extraite), de compléter une famille libre en une base (base incompléte),
d’inverser une matrice carrée;

- mailtrisent le « théoreme du rang » dans différentes formulations.

Dans tout le cours d'algébre linéaire, le corps K est égal a R ou C.

structure de K espace vectoriel. Produit d'un  Espaces K™, K[X], K.
nombre fini d’espaces vectoriels. Espace vecto-

riel des fonctions d’'un ensemble non vide dans

un espace vectoriel.

Famille a support fini de scalaires, combinaison
linéaire d’'une famille de vecteurs.

Sous-espace vectoriel. Sous-espace nul. Droites vectorielles
de R?, droites et plans vectoriels de
R3.

Intersection d’'une famille de sous-espaces vec- Notations Vect(X), Vect(x;)ic1.

toriels. Sous-espace vectoriel engendré par une Tout sous-espace vectoriel contenant
partie X. X contient Vect(X).

Familles et parties génératrices, libres, liées. Bases canoniques de K™, K, [X],
Base, coordonnées. K[X].

Somme d’'un nombre fini de sous-espaces vec-
toriels.

Somme directe de deux sous-espaces vectoriels;
caractérisation par l'intersection.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Somme directe d’'un nombre fini de sous- Caractérisation par I'unicité de la
espaces vectoriels. décomposition du vecteur nul.
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Un espace vectoriel est dit fini-dimensionnel
(ou de dimension finie) s’il posséde une famille
génératrice finie.

Si (xi)1<ign engendre E et si (xi)ier est
libre pour une certaine partie I de {1,...,n},
alors il existe une partie | de {1,...,m} conte-
nant I telle que (xi)iej soit une base de E.
Existence de bases d’'un espace vectoriel fini-
dimensionnel non nul.

Théoreme de la base extraite : de toute famille
génératrice on peut extraire une base. Théo-
reme de la base incompléte : toute famille libre
peut étre complétée en une base.

Dans un espace engendré par n vecteurs, toute
famille de n + 1 vecteurs est liée. Dimension
d’un espace de dimension finie.

En dimension N, une famille de n vecteurs est
une base si et seulement si elle est libre, si et
seulement si elle est génératrice.

Dimension d’un produit fini d’espaces vecto-
riels de dimensions finies. Rang d'une famille
finie de vecteurs.

Dimension d’un sous-espace vectoriel d'un es-
pace vectoriel de dimension finie, cas d’égalité.

S
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Utilisation de ’algorithme de Gauss
pour extraire une sous-famille libre
maximale d’une famille de vecteurs
et pour compléter une famille libre
en une base.

Dimensions de K™, de K, [X], de
I’espace des solutions d’une équation
différentielle linéaire homogéne
d’ordre 1, de I’espace des solutions
d’une équation différentielle linéaire
homogeéne d’ordre 2 a coefficients
constants, de I’espace des suites
vérifiant une relation de récurrence
linéaire homogeéne d’ordre 2 a
coefficients constants.

Notation Tg(X1,...,Xn ).

Sous-espaces vectoriel de R? et R3.
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Tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel Dimension commune des supplé-
de dimension finie possede un supplémentaire. mentaires.

Base adaptée a un sous-espace vectoriel, a une Caractérisation des sommes

décomposition en somme directe. Dimension. directes :si Fy, -+ T, sont des
sous-espaces vectoriels de dimension

P
finie, alors : dim < > F-l> <
i=1
b 1
> dim(F;), avec égalité si et

i=1
seulement si la somme est directe.

Applications linéaires
Oon rappelle que le corps K est ici égal a R ou C.

Application linéaire. Opérations sur les applica- Lensemble £(E, F) est un espace
tions linéaires : combinaison linéaire, composi- vectoriel. Bilinéarité de la composi-
tion, réciproque. Isomorphismes. tion.

Image et image réciproque d’'un sous-espace
vectoriel par une application linéaire.

Image, noyau d’une application linéaire. Injec- Notations Im (1), Ker(1L) ou plus
tivité, surjectivité. simplement Im u, Keru

Si (xi)iec1 est une famille génératrice de E et si
u € L(E,F), alors Imu = Vect({u(xi),1i €
I}). Image d’'une base par un isomorphisme.

Rang d’'une application linéaire. Invariance par Notation rg(u).
composition par un isomorphisme.

Endomorphismes

Identité, homothéties. Notation IdE.
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Anneau (£(E), +,0) . Non commutativité si dimE > 2.
Notation Vit pour la composée v o L.

Définition géométrique d’'une projection ou
projecteur, d'une symétrie. Caractérisation par
p?2 =pous? =Idg.

Automorphismes. Groupe linéaire. Notation GL(E).

Détermination d’une application linéaire par Si(e;)ic; est une base de E et

les images des vecteurs d’une base. (fi)ier une famille de vecteurs
de F, alors il existe une et une seule

applicationuw € L(E,F) telle que
pourtouti € I, u(e;) = fy.
Caractérisation de I’injectivité, de la
surjectivité, de la bijectivité de u.

Classification, a isomorphisme preés, des espaces
vectoriels de dimension finie par leur dimen-
sion.

Une application linéaire entre deux espaces
vectoriels de méme dimension finie est bijec-
tive si et seulement si elle est injective, si et
seulement si elle est surjective.

Un endomorphisme d’'un espace vectoriel de
dimension finie est inversible a gauche si et
seulement s'il est inversible a droite.

Expression de la dimension de £(E, F) si E et
F sont de dimension finie.

Si Eq,..., Ep sont des sous-espaces vectoriels
de E tels que E = EBf:1Ei et si uy €
L(Ei, F) pour tout i, alors il existe une et
une seule application uw € L(E, F) telle que
ulg, = u4 pour tout i.
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Siu € L(E,F) etsiS est un supplémentaire
de Keru dans E, alors u induit un isomor-
phisme de S sur Imw.

Théoréme du rang : si E est de dimension finie
et siuw € L(E,F) alors uw est de rang fini et

dimE = dim Keru + rg(u).

Forme linéaire. Formes coordonnées relativement a
une base.
Hyperplan. Un hyperplan est le noyau d’une

forme linéaire non nulle. Equations
d’un hyperplan dans une base en
dimension finie.

Si H est un hyperplan de E, alors pour toute En dimension n, les hyperplans
droite D non contenue dans H: E = H & D. sontexactement les sous espaces de
Réciproquement, tout supplémentaire d’'une dimensionm — 1.

droite est un hyperplan.

Comparaison de deux équations d'un méme
hyperplan.

Si E est un espace vectoriel de dimension Droites vectorielles de R?, droites et
finie 1, lintersection de 1 hyperplans est de  plans vectoriels de R”.

dimension au moins N — M. Réciproquement,

tout sous-espace vectoriel de E de dimension

n — m est l'intersection de m hyperplans.

Létude de la dualité est hors programme.
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Espace affine de dimension finie sur R

Cette partie du cours doit étre illustrée par de nombreuses figures.

Présentation informelle de la notion d’espace
affine associé a un espace vectoriel réel : points
et vecteurs.

Translation.

Sous-espace affine d'un espace vectoriel, direc-
tion. Hyperplan affine. Intersection de sous-
espaces affines.

Barycentres. Famille affinement indépendante
de points, repére affine, coordonnées.

Siu € L(E,F), 'ensemble des solutions de
I'équation u(x) = a d’inconnue X est soit
I'ensemble vide, soit un sous-espace affine
dirigé par Keru.

Matrices

On se limite a la dimension finie.
Lécriture B = A + U est équivalente

a la relation AB = 1.

Sous-espaces affines de R? et de R3

Insister sur le cas de dimension 1, 2
et 3.

Retour sur les systemes linéaires, les
équations différentielles linéaires
d’ordres 1 et 2 et la recherche de
polyndmes interpolateurs.

La notion d’application affine est
hors programme.

Les objectifs de ce chapitre sont les suivants :

— introduire les matrices et le calcul matriciel ;

— présenter les liens entre applications linéaires et matrices, de maniére a
exploiter les changements de registres (géométrique, numérique, formel);

— étudier leffet dun changement de bases sur la représentation matricielle
d'une application linéaire et la relation d'équivalence qui s'en déduit sur

Mpp (K);

- introduire brievement la relation de similitude sur M, (K) ;
— étudier l'aspet matriciel des opérations élémentaires introduites dans le

chapitre sur les systémes linéaires.

Il est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves
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- sachent représenter matriciellement une famille finie de vecteurs ou de
formes linéaires et une application linéaire dans une base donnée et utiliser
les formules de changement de bases;

— maitrisent le passage de lexpression géométrique d'un probléme (en termes
d'applications linéaires, de sous-espaces vectoriels, etc.) a son expression algé-
brique (en termes d'équations linéaires, de matrices, etc.) et vice versa;

- soient capables, au moyen de l'algorithme de GAuss, de déterminer un
rang, dextraire une sous-famille libre maximale d'une famille de vecteurs
(base extraite), de compléter une famille libre en une base (base incompléte),
d’inverser une matrice carrée;

- mailtrisent le « théoreme du rang » dans différentes formulations.

Espace vectoriel My (K) des matrices an. Dimension de M, ,, ([K).
lignes et p colonnes a coefficients dans K. Base
canonique de My, p (K).

Bilinéarité, associativité du produit matriciel.

Anneau My, (K); produit de deux matrices de  Non commutativité sin > 2.

la base canonique de M, (K). Exemples de diviseurs de zéro et
de matrices nilpotentes.

Formule du bindme de NewToN. Application au calcul de puissances.

Dans M, (K) : matrice inversible, inverse, Notation GL,, (K).
groupe linéaire; produit de matrices diago-

nales, de matrices triangulaires supérieuresfin-

férieures.

Transposée d’'une matrice. Opérations sur les Notations *A, A"
transposées : combinaison linéaire, produit,
inverse.

Matrice d’une famille de vecteurs dans une base  Notation Mate ¢(1L).

e, d’'une application linéaire dans un couple Isomorphisme w — Mate (1).
(e, f) de bases. Coordonnées de I'image d’'un

vecteur par une application linéaire.
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Matrice d’'une composée d’applications li-
néaires. Lien entre matrices inversibles et
isomorphismes. Cas particulier des endomor-
phismes.

Application linéaire canoniquement associée
a une matrice. Noyau, image et rang d’une
matrice.

Condition d’inversibilité d'une matrice triangu-
laire. Linverse d’'une matrice triangulaire supé-
rieures/inférieures est une matrice triangulaire
supérieures/inférieures.

Matrice par blocs.
Théoréme du produit par blocs.

Matrice de passage d’'une base a une autre.

Effet d'un changement de base sur les coordon-
nées d’un vecteur, sur la matrice d’une applica-
tion linéaire.

Si E et F sont deux espaces vectoriels de dimen-
sions p et n respectivement, et siw € L(E, F)
est de rang 7 alors il existe une base e de E et
une base f de F telles que : Mate ¢(u) = Jr.

Matrices équivalentes.
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Les colonnes engendrent I'image,
les lignes donnent un systéme
d’équations du noyau.

Une matrice carrée est inversible si
et seulement si son noyau est réduit
au sous-espace nul.

Interprétation géométrique.
La démonstration n’est pas exigible.

. ’ \
La matrice de passage PS deeae’
est la matrice de la famille e’ dans
la base e. Inversibilité et inverse de
C/
Ps.

(1o
t 0

étant la matrice unité d’ordre 1.

€ j‘\{n,p (K); L,

Interprétation géométrique.

Aller a la table des matieres
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Une matrice élément de Mn)p (K) est de rang
T si et seulement si elle est équivalente a Jr.

Invariance du rang par transposition. Rang
d’une matrice extraite. Caractérisation du rang
par les matrices carrées extraites.

Matrices semblables.

Trace d’'une matrice carrée; linéarité de la trace,
relation Tr(AB) = Tr(BA), invariance par
similitude.

Trace d’'un endomorphisme d’un espace vec-
toriel de dimension finie; linéarité, relation
Tr(uv) = Tr(vu). Trace d’un projecteur.

Opérations élémentaires sur les lignes (resp. co-
lonnes) d’'une matrice ; matrices élémentaires.

Les opérations élémentaires sur les colonnes
(resp. lignes) conservent l'image (resp. le
noyau). Les opérations élémentaires conservent
le rang.

Matrice échelonnée par lignes, pivot.
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Classification des matrices équiva-
lentes par le rang.

Interprétation géométrique.

Notations tr(A), Tr(A).

Notations Tr(u), tr(u).

Interprétation en termes de produit
matriciel.

A = (ayj) € My pKest
échelonnée par lignes quand il
existe un entier k € [[1,n]] et une
application strictement croissante
¢ : [[1,k]] — [[1,pl] tels que
(j < (i) oui > k) implique

aij = 0. Dans une matrice
échelonnée par lignes, chaque
premier terme non nul d’une ligne
est appelé pivot.

Aller a la table des matieres
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Matrice échelonnée réduite par lignes.

Formulation matricielle de l'algorithme de
GAUSS-JORDAN : pour toute matrice M €
M p (K), il existe une matrice échelonnée
réduite par lignes E € My, , (K), uniquement
déterminée, et une suite finie de matrices élé-
mentaires Pq, ..., Pn dans M, (K) telles que
E=Pn---P1M.

Ecriture matricielle d’'un systéme linéaire.

Systéme homogeéne associé. Rang, dimension
de I'espace vectoriel des solutions.

Compatibilité d’'un systeme linéaire. Structure
affine de I'espace des solutions.

A € My (K); le systeme carré Ax = b d’in-
connue X posséde une et une seule solution si
et seulement si A est inversible si et seulement
si sa matrice échelonnée réduite par lignes est
I;,. Systeme de CRAMER.
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Une matrice est dite échelonnée
réduite par lignes si elle est nulle ou
si elle est échelonnée par lignes et
dont les pivots sont tous égaux a 1 et
sont les seuls éléments non nuls de
leur colonne.

Application au calcul du rang et a
I’inversion de matrices. On limitera
la technicité des exercices.

Interprétation géométrique :
intersection d’hyperplans affines.

Une autre formulation du théoréme
du rang : le rang d’un systeme
d’équations linéaires homogenes

est égal au rang de sa matrice,

une matrice et sa transposée ont
méme rang, I’ensemble des solutions
d’un systeme d’équations linéaires
homogénes a p inconnues de rang v
est un sous-espace vectoriel de KP
de dimension p — 1.

Le théoréme de ROUCHE-FONTENE
et les matrices bordantes sont hors
programme.

Aller a la table des matieres
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Groupe symétrique et déterminants

Dawns ce chapitre, le groupe symétrique est introduit exclusivement en vue de
Vétude des déterminants; les objectifs qui y sont visés sont les suivants :

- introduire la notion de déterminant d’'une famille de vecteurs, en motivant
sa construction par la géométrie;

— établir les principales propriétés des déterminants des matrices carrées et des
endomorphismes;

- indigquer quelques méthodes simples de calcul de déterminants.

Il est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves

- puissent manipuler les permutations et calculer lenr signature ;
- connaissent la théorie des déterminants et acquierent des méthodes pour les
calculer.

Dans tout ce chapitre, E désigne un espace vectoriel de dimension finien > 1.

Groupe des permutations de I'ensemble Notation S,.
{1,...,n}L
Cycle, transposition. Notation (ajaz ... ap).

Décomposition d'une permutation en produit La démonstration n’est pas exigible.
de cycles a supports disjoints : existence et Commutativité de la décomposition.
unicité. Méthode pratique de décomposition.

Toute permutation se décompose en produit La décomposition n’est pas unique

de transpositions. mais la parité du nombre de transpo-
sitions I’est. La démonstration n’est
pas exigible.

Signature, signature d'un cycle; pratique de |l existe une unique application

calcul de la signature. e : S — {—1,1}telle que
€(t) = —1 pour toute transposition

Tete(00’) = ¢(o)e(o’) pour tout
(0,0") € 3.

Formes n-linéaires alternées La définition est motivée par les
notions intuitives d’aire et de volume
algébriques, en s’appuyant sur des
figures.

Aller a la table des matiéres
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Antisymétrie, effet d'une permutation.

Déterminant d’'une famille de vecteurs dans
une base : si e est une base, il existe une et une
seule forme n linéaire alternée f pour laquelle
f(e) = 1. Toute forme n-linéaire alternée est
un multiple de dete; relation entre dete et
dete.

Expression du déterminant dans une base en
fonction des coordonnées (formule de LeiBNIZ).

La famille (X1, ..., Xn ) est une base si et seule-
ment si dete(X1,...,Xn) # 0. Orientation
d’un espace vectoriel réel de dimension finie.

Déterminant d’'un endomorphisme. Détermi-
nant d'une composée.

Déterminant d’'une matrice carrée. Détermi-
nant d’'un produit, d’'une transposée.

Calcul des déterminants : effet des opérations
élémentaires; cofacteur; développement par
rapport a une ligne ou une colonne.

Déterminant d’'une matrice triangulaire par
blocs, d’'une matrice triangulaire.
Déterminant de VANDERMONDE.

Comatrice.

Relation
Atcom(A) =t Com(A)A = det(A)l,
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Si f est une forme n-linéaire alternée
etsi(X1,...,Xn) est une famille
liée, alors (x1,...,%Xn) = 0.

Notation dete.
La démonstration de I’existence n’est
pas exigible.

Dans R? (resp. R3), interprétation
du déterminant dans la base cano-
nique comme aire orientée (resp. vo-
lume orienté) d’un parallélogramme
(resp. parallélépipede).

Caractérisation des automor-
phismes.

Relation det(AA) = A™ det(A).
Caractérisation des matrices
inversibles.

Notations Com(A), A =tCom(A).

Expression de I'inverse d’une matrice
inversible.

Aller a la table des matieres
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Espaces préhilbertiens réels

La notion de produit scalaire a été étudiée d’'un point de vue élémentaire dans
lenseignement secondaire. Les objectifs de ce chapitre sont les suivants :

- généraliser cette notion et exploiter, principalement a travers l'étude des pro-
jections orthogonales, lintuition acquise dans des situations géométriques
en dimension 2 ou 3 pour traiter des problémes posés dans un contexte plus
abstrait;

— approfondir l'étude de la géométrie euclidienne du plan, notamment a
travers l'étude des isomeétries vectorielles.

Lors de cette étude, on fera usage de nombreuses figures et on soulignera
comment lintuition géomeétrique permet d’interpréter en petite dimension les
notions etudiées, ce qui facilite leur extension a la dimension quelcongue.

Il est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves

- acquiérent les notions de base sur le produit scalaire, sur les espaces vecto-
riels euclidiens (bases orthonormales, supplémentaires orthogonaux, projec-
teurs orthogonaux, automorphismes orthogonaux, matrices orthogonales)
et sur la géométrie euclidienne du plan (distances, angles, isométries, dépla-
cements, similitudes directes);

- sachent orthogonaliser une famille libre d'un espace euclidien an moyen
de lalgorithme de GRAM-SCHMIDT et calculer la distance entre deux sous-
espaces affines;

- maltrisent les relations entre le point de vue géométrique (vecteurs et auto-
morphismes orthogonaux, points et isomeétries) et le point de vue matriciel.

Dans toute la suite, E est un espace vectoriel réel.

Produit scalaire sur E. Notations (x,y), (xly), x.y.

Espace préhilbertien, espace euclidien. Produit
scalaire canonique sur R™, produit scalaire

(f,9) = (flg) = [ofg sur €(la,b],R),
produit scalaire (f, g) — (flg) = 21—“ én fg
sur I'espace vectoriel C2,(R, R) des fonctions

continues 27t-périodiques sur R.

Aller a la table des matieres
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Norme associée a un produit scalaire, distance. Notation || ||.
Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, cas d’égalité.

Inégalité triangulaire, cas d’égalité.
Relations entre produit scalaire et norme; iden-  2(x,y) = [|x +y|[* —[[x|* —[[y[|*.

tités de polarisation; identité du parallélo- [[x + ;JHZ + \Z\X —yllc =
gramme. 2([1x[1 + llyll=)-

Vecteurs orthogonaux, sous-espaces vectoriels Notation X 'orthogonal d’une
orthogonaux, orthogonal d’une partie. partie est un sous-espace vectoriel.

Famille orthogonale, orthonormale (ou ortho-
normée). Toute famille orthogonale de vecteurs
non nuls est libre.

Théoreme de PYTHAGORE, cas d’'une famille finie
de vecteurs. Algorithme d’orthonormalisation
de GRAM-SCHMIDT.

Existence de bases orthonormales dans un es-
pace euclidien. Théoreme de la base orthonor-
male incompléte.

Coordonnées dans une base orthonormale, ex-
pressions du produit scalaire et de la norme.

Dans un espace vectoriel euclidien orienté Interprétation géométrique en
de dimension n, déterminant de n vecteurs termes de volume orienté, effet
dans une base orthonormale directe, noté d’une application linéaire.
Det(X1,X2y ...y Xn) OU [X71,X2y...,Xnl;

produit mixte de n vecteurs, produit vectoriel

de 1 — 1 vecteurs.

Dans un espace euclidien orienté de dimension
3, notations W/\ Vv ouu X v; expression des
coordonnées du produit vectoriel dans une
base orthonormale directe.

Aller a la table des matieres
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Projection orthogonale sur un sous-espace vec-
toriel de dimension finie. Expression du projeté
orthogonal dans une base orthonormale.

Supplémentaire orthogonal d’'un sous-espace En dimension finie, dimension de
vectoriel de dimension finie. I’orthogonal.

Distance d'un vecteur a un sous-espace vec- Notation d(x, V).
toriel. Le projeté orthogonal de x sur V est

I'unique élément de V qui minimise la distance

dexaV.

Vecteur normal a un hyperplan affine d’'un es- Lignes de niveau de I'application
pace euclidien. Si I'espace est orienté, orienta- M — AM. 1.
tion d'un hyperplan par un vecteur normal.

Equations d’un hyperplan affine dans un repére  Cas particuliers de R? et R?.
orthonormal.

Distance d'un point M a un hyperplan affine Cas particuliers du plan et de
défini par un point A et un vecteur normal |'espace euclidiens.

unitaire 7 : |JAM.A|.

Isométries vectorielles d’'un espace euclidien.
Automorphisme orthogonal. Définition par la
linéarité et la conservation des normes, ca-
ractérisation par la conservation du produit
scalaire, caractérisation par I'image d’une (de
toute) base orthonormale. Symétrie orthogo-
nale, réflexion.

Groupe orthogonal. Notation O(E).

Matrice orthogonale : définition tAA = I,
caractérisation par le caractere orthonormal
de la famille des colonnes, des lignes.

Groupe orthogonal. Notations O, (R), O(n).
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Lien entre les notions de base orthonormale,
isométrie et matrice orthogonale : caractérisa-
tion d’'un automorphisme orthogonal a 'aide
de la matrice associée dans une (toute) base
orthonormale; changement de base orthonor-
male.

Déterminant d’'une matrice orthogonale, d'une
isométrie; déterminant d’'une réflexion. Ma-
trice orthogonale positive, négative ; isométrie
positive (rotation), négative. Caractérisation
d’une rotation par I'image d’une (de toute) base
orthonormale directe.

Groupe spécial orthogonal.

Isométries vectorielles en dimension 2 : dans un
plan euclidien E, tout automorphisme ortho-
gonal est soit une réflexion, soit le produit de
deux réflexions; décomposition d'une rotation
en produit de deux réflexions.

Description des matrices orthogonales et or-
thogonales positives de taille 2.

Dans un plan euclidien orienté, mesure 0
(définie modulo 27) de l'angle orienté de
deux vecteurs a et b non nuls; relations
(a,b) = |la||||b|| cos© et Det(a,b) =
lall[[b]] sin®.

Matrice dans une base orthonormale directe
d’une rotation, mesure de I'angle d’'une rota-
tion; matrice de rotation R(0) associée a un
nombre réel 0.

S

CLASSE MPSI

Notations SO(E), SO, (R),
SO(n).

Le groupe SO(E) est commutatif.

Lien entre les éléments de SO (RR)
et les nombres complexes de module
1.

On introduira a cette occasion, sans
soulever de difficulté sur la notion
d’angle, la notion de mesure d’un
angle orienté de vecteurs.

Application canonique © — R(0) de
R sur SO(2).

Aller a la table des matieres
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Intégration des fonctions continues par morceaux sur un
segment

Dawns ce chapitre, Il s’agit ici de donner une construction rigourouse de linteé-
grale d’'une fonction, rélles ou complexes, continue par morceaux sur un seg-
ment en partant de sa définition comme une aire. Ses propriétés élémentaires
sont établies, et notamment le lien entre intégration et primitivation. Ce cha-
pitre permet aussi de consolider la pratique des techniques usuelles de calcul
intégral.

La notion de continuité uniforme étant hors programme de MPSI, le théoreme
sur lapproximation d'une fonction continue par morceaux sur un segment
par une fonction en escalier est établi en ayant recourt a l'axiome de la borne

supérieure.

Il est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves

- soient capables de mener des calculs d'intégrales et de primitives dans des

cas usuels;

— puissent mettre en pratique, sur des exemples simples, les techniques d'inté-
gration par parties et de changement de variable ;

- alent une connaissance a la fois théorique et pratique des principales in-
égalités (inégalités des accroissements finis et de TAYLOR-LAGRANGE, inégalité

triangulaire, etc.).

Subdivision d’'un segment, pas de la subdivision.

Fonction en escalier, continue par morceaux,
de classe C! par morceaux sur un segment de

R.

Approximation d’'une fonction continue par
morceaux sur un segment par une fonction
en escalier:sif: [a,b] 2 K, K=RouC,
est une fonction continue par morceaux alors,
pour tout € > 0, il existe une fonction en esca-
lierd : [a,b] — Ktelle que [f(t)—(t)] < ¢
quel que soit t € [a, b].

On peut montrer cette propriété
(équivalente au théoreme de HEINE,
hors programme de premiére année)
en appliquant le principe de la borne
supérieure (ou celui des segments
emboités) et le fait qu’une telle
fonction posséde une limite a droite
en tout point de [a, b[, et a gauche
en tout point de ]a, b].

Aller a la table des matieres
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Dans le cas K = R on parvient
ainsi a construire un couple de
fonctions en escalier qui encadrent
f a € prés sur le segment. Une
représentation graphique des
fonctions est éclairante, en vue
notamment de I'interprétation de
I’intégrale en termes d’aire.

. , . . : b, (b
Intégrale d’une fonction en escalier sur un seg- Notations [ f, [/ f, [ f(t)dt.
ment. Propriétés usuelles : linéarité, additivité
et positivité de I'intégrale.

Intégrale d’'une fonction f continue par mor- Notations [ T, T2 f, 2 f(t) dt.
ceaux sur un segment.

Linéarité, additivité et positivité de I'intégrale.

Lintégrale sur un segment d’une fonction conti-

nue de signe constant est nulle si, et seulement

si, la fonction est nulle.

R%Iation de CHasLEs. Extension de la notation
fa f(t) dt au cas ou b < a. Propriétés corres-
pondantes.

Sommes de RIEMANN : si f est une fonction Intérprétation géométrique.
continue par morceaux sur le segment [ab]a Démonstration dans le cas ou f

valeurs dans R, alors est de classe C'.
b—a' b—a
S (a0 - [
n n n—+oo J,
k=0
Inégalité triangulaire. )fja’b] f‘ < Jia o Il

o . X .
Dérivation de x — fa f(t) dt pour f conti-
nue.
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Théoreme fondamental du calcul intégral.

Définition d’'une fonction continue par mor-
ceaux sur un intervalle quelconque.

Définition des primitives d’'une fonction conti-
nue par morceaux. Deux primitives d’'une fonc-
tion continue par morceaux sur l'intervalle I
difféerent d’'une constante.

Extension du théoréme fondamental du calcul
intégral aux fonctions continues par morceaux.

Inégalité des accroissements finis.

Formule d’intégration par parties.

Pour une fonction de classe C™ ! formule

de TAvLor (a 'ordre M) avec reste sous forme
d’intégrale; inégalité de TAYLOR-LAGRANGE.
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f étant une fonction continue
surleta € I, lafonction

X — fz f(t) dt est une primitive
de f sur I. C’est 'unique primitive
de f qui s’annule en a. De plus pour
toute primitive G de f sur [

G(x) = G(a) + JX f(t) dt

a

f est continue par morceaux sur |
si et seulement sa restriction sur
tout segment de [ est continue par
morceaux.

Si f est continue et de classe C' par
morceaux sur le segment [a, b] alors
[f(b) —f(a)l < (b—a) sup [f|

[a,b]
La formule d’intégration par partie
pour des fonctions de classe e!
étant déja traitée, sa généralisation
au cas des fonctions continues et de
classe @' par morceaux pourra étre
abordée en exercices.

On soulignera la différence de nature
entre la formule de TAYLOR-YOUNG
(locale) et les formules de TAYLOR
globales (reste intégral et inégalité
de TAYLOR-LAGRANGE).
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Exemples de calcul d’intégrales et de primitives, Pour ce qui est du calcul des primi-
et d’emploi des formules d’intégration par tives, le seul exposé systematique

partie et de changement de variable. concerne les fonctions rationnelles;
il utilise la décomposition en élé-

ments simples des fractions ration-
nelles.

Parmi les exemples a traiter figurent
la primitivation des polynémes
trigonométriques par linéarisation,
I'utilisation du paramétrage
rationnel de U \ {—1} pour ramener
I'intégrale d’une fraction rationnelle
en sinus et cosinus a celle d’une
fonction rationnelle et le calcul des
intégrales de WALLIS.

Intégration numérique : étude et comparaison On présentera un algorithme associé
des méthodes des rectangles et des trapézes.  a la méthode des trapezes en
soulignant I'intérét des subdivisions
dichotomiques; on admettra
que pour une fonction de classe
@', rerreur est un O(1/n?), n
désignant le nombre de points de la
subdivision.

Intégration des fonctions continues par morceaux sur un
intervalle

Lobjectif de ce chapitre est de définir, dans le cadre restreint des fonctions conti-
nues par morceaux, la notion d'intégrabilité sur un intervalle guelconque. On
soulignera limportance du principe de comparaison pour ramener 'étude de
Vintégrabilité d’une fonction a lestimation de son comportement aux bornes
de lintervalle d'intégration.

Il est attendu qua lissue de ce chapitre, les éléves

- sachent établir la convergence ou la divergence d’'une intégrale dans des cas
standard et en particulier soient capables de comparer une fonction positive
aux fonctions de référence;
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- alent mis en ceuvre les techniques d'intégration usuelles pour étudier on
calculer I'ntégrale d'une fonction continue par morceaux sur un intervalle

quelconque.

Définition d'une intégrale (« impropre »)
convergente.

Cas des fonctions positives.

Soit [ un intervalle dont les
extrémiés inférieure et supérieure
(dans R) sont notées a et b
respectivement, f : I — C une
fonction continue par morceaux et F
une primitive de f sur I; on dit que
f admet une intégrale convergente
sur I si F admet des limites finies

en a et en b, auquel cas on pose

b . .
jaf:hll;l’]F—lch?‘lF.

Si par exemple I = [a, b[, avec

a € Retb €]a,+oo], f admet

une intégrale convergente si et

seulement si la limite lim f; f
x—b

x<b

existe et est finie; dans ce cas cette
limite est la valeur de I’intégrale

[
Notations [, f, IZ f(t) dt

Si la fonction f est a valeurs réelles
positives, elle admet une intégrale
convergente sur I si, et seulement
si, la fonction F est majiorée sur I,
ce qui revient a dire que I’ensemble
des intégrales de f sur un segment
contenu dans [ est majoré; dans
ce cas la borne supérieure de cet

. N b
ensemble est égale a I'intégrale ja f.
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Fonction intégrable sur un intervalle.

Si une intégrale est absolument convergente,
elle est convergente.

Principe de comparaison pour les fonctions
positives.

Etude de lintégrabilité sur ]0,1] ou sur
[1,4+o0[ des fonctions de référence usuelles :
x — e™ (A € R), x = x* (« € R),
x > [ Inx].

Comparaison de lintégrale fgof(t) dt et

de la série >  f(n) pour une fonction
n=>0

f: [0,00[ — R positive, continue par mor-
ceaux et décroissante.

Si I est un intervalle de R, linéarité de I'appli-
cation f — fI f, définie sur I'espace des fonc-
tions de I dans K = R ou C dont l'intégrale
converge. Positivité dans le cas ou K = R.

Relation de CHASLES.
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Dans le cas ou f est a valeurs réelles
positives et n’admet pas d’intégrale
convergente sur [, il est pratique

18 ~ri b —
d’écrire | o T=+o0.

La fonction f intégrable sur I si lJ"I If]
converge.

Encadrement, domination, négligea-
bilité et équivalence.

Pour a,b € R avec a < b, étude de

I'intégrabilité de x +— (]7“
(x—a)

sur ]a, b], de I'intégrabilité de
X — ﬁsur[a,b[ ,x € R.

f est intégrable sur [ si et seulement
si, pour tout ¢ € I, f est intégrable
sur I N [c,+ooletsur IN] — oo, c]
et dans ce cas

[f:[ f+[ f
JI JIN]—oo,c] JIN[c,+ool
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Espace des fonctions intégrables de I dans K.
Inégalité triangulaire.

Si f est continue et intégrable sur I, a valeurs
dans Rt et si II f =0, alors f est identique-
ment nulle.

Fonctions complexes de carré intégrable; in-
égalité de CAUCHY-SCHWARZ.

Intégration par parties sur un intervalle quel-
conque.

Formule de changement de variable dans une
intégrale sur un intervalle quelconque : étant
données une fonction f continue sur un inter-
valle I et une fonction ¢ bijective et de classe
@1 d’un intervalle I’ sur l'intervalle [, les in-
tégrales II fet fl,(f o@)|@’| sont de méme
nature et sont égales en cas de convergence.

Intégration des relations de comparaison :
domination, négligeabilité, équivalence.

Séries numériques
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[ < [ If]

Lexistence de deux des trois termes
apparaissant dans la formule justifie
le calcul. Notation[F}g.

On consideére sur quelques exemples
I'utilisation de la formule d’intégra-
tion par parties pour ramener I’étude
de la convergence d’une I’intégrale
a celle d’une intégrale absolument

convergente.

Les éléves peuvent appliquer ce
résultat sans justification dans

des cas de changement de variable
simples (fonctions affine, puissance,
exponentielle, logarithme).

La fonction de référence est positive.

Létude des séries prolonge celle des suites. Elle permet d'illustrer le chapitre
« Développements limités, calcul asymptotique » et, a travers la notion de
développement décimal de mieux appréhender les nombres réels.

Ce chapitre est étudié notamment pour son intérét dans l'étude des variables
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aléatoires discrétes; son objectif majeur est la maitrise de la convergence abso-

lue.

Sommes partielles. Convergence, divergence.

Somme et restes d’'une série convergente.

Le terme général d'une série convergente tend
vers 0. Divergence grossiére.

Espace vectoriel des séries convergentes; linéa-
rité de la somme.

Lien suite-série.

Une série a termes réels positifs converge si, et
seulement si, la suite de ses sommes partielles
est majorée.

Si la série a termes réels positifs wy converge
alors la série associée a une permutation quel-
conque de la suite (1) converge aussi, et les
sommes sont égales.

Théorémes de comparaison pour les séries a
termes positifs : comparaison terme a terme,
comparaison logarithmique, régle de D’ALEm-
BERT, cas de domination, cas d’équivalence.

Z Uk désigne la série de terme
g}?énéral Uy, on dit aussi série
associée a la suite (W )ken. Les
U sont dans toute cette section
éléments de C.
+00
On note Z Uy la somme de la série
k=0
de terme général uy, lorsqu’elle
converge.

Exemples de séries simples a étudier,
cas des séries géométriques, cas de
télescopage.

La suite (1L ), et la série
> (uk — Wk1) sont de méme

k
nature.

Dans le cas ol une série a termes
positifs est divergente, il est pratique
de convenir que sa somme est égale
a +oo.

La suite Vv est une permutation de la

suite u s’il existe une bijection o de

Nsur N telle que vi;, = Ug (), pour
tout entier naturel n.
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Dans le cas d’'une fonction f monotone sur R,
encadrement des sommes partielles de la série
Z f(k) a l'aide d’intégrales.

Comparalson de llntegrale fo

de la série > f(n
n>0

f: [0,00[ — R positive, continue par mor-

ceaux et décroissante.

Exemples classiques, séries de RIEMANN.

t)dt et
pour une thCthl’]

Séries alternées, critére spécial de LEIBNIZ; signe
et majoration des restes en cas de convergence.

Convergence absolue d’'une série.

(ap—aq)bi+(ar—az)br+- - +(an—1
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Application a I’étude de sommes
partielles et de restes.

Les sommes partielles d’indices pairs
et celles d’indices impairs forment
un couple de suites adjacentes.

On consideére sur quelques exemples
I'utilisation de la formule de
sommation par parties

_an)bn -

aoby —aj(by —by) —ax(by —bz) —

La convergence absolue d’une série Y_ uy im-
k
plique sa convergence, la réciproque est fausse.

Inégalité triangulaire.

c— an l(bn 1 *bn) -
pour ramener I’étude d’une série
semi-convergente a celle d’une série
absolument convergente.

a11bT1

Le critére de CAUCHY est hors pro-

gramme. La convergence de )_ Uy
3
est établie a partir de la convergence

des 4 séries a termes positifs sui-
vantes : Z Re(uy) Z Re(uy )™,

Z Im Uk Z Im LLk

I onaposé xT = max(x,0) et
x~ = max(—x,0) pourx € R.

ol
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Remarquer qu’une permutation des
Uk ne modifie pas la propriété de
convergence absolue, ni la somme
d’une série absolument convergente.
La sommabilité ne figure pas au
programme de premiére année.

Sommation des relations de comparaison : La fonction de référence est positive.
domination, négligeabilité, équivalence.

Développement décimal d’'un nombre réel. Exis- Pour tout réel x strictement

tence et unicité du développement décimal positif, il existe une suite (a,, ) a
propre d’un réel. valeurs dans {90, 1,...,9} telle que
x = [x]+ > an107™, ou |x]
n=1
est la partie entiére de X ; la suite
des décimales (a,, ) est uniquement
déterminée si x n’est pas décimal.

Développement décimal propre d’un
nombre décimal.

Exemple de recherche de valeurs approchées Pour trouver une valeur approchée

de la somme d’une série convergente. de la somme d’une série conver-
gente, il peut étre utile d’encadrer
son reste; pour cela, on pourra ex-
ploiter la comparaison d’une série a
une intégrale, le résultat concernant
le reste d’une série alternée, etc.

Dénombrement

Dawns ce chapitre, Il s’agit d’'une bréve initiation aux techniques élémentaires
de la combinatoire; V'objectif est de consolider les acquis du secondaire. On in-
troduit sans formalisation excessive la notion de cardinal et on peut admettre
sans démonstration les propriétés les plus intuitives. Pour la dénombrabilité,
on se limite a la définition et quelques exemples.
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Lutilisation systématique de bijections dans les probléemes de dénombrement

nwest pas un attendu du programme.

Cardinal d’'un ensemble fini.

Cardinal d’'une partie d'un ensemble fini, cas
d’égalité. Une application entre deux ensembles
finis de méme cardinal est bijective si et seule-
ment si elle est injective, si et seulement si elle
est surjective. Cardinal d’'un produit fini d’en-
sembles finis. Cardinal de la réunion de deux
ensembles finis.

Cardinal de I'ensemble des applications d'un
ensemble fini dans un autre. Cardinal de I'en-
semble des parties d'un ensemble fini.

Nombre de p-listes (ou p-uplets) d’éléments
distincts d’'un ensemble de cardinal m, nombre
d’applications injectives d’'un ensemble de car-
dinal p dans un ensemble de cardinal n,
nombre de permutations d'un ensemble de car-
dinal 1. Nombre de parties a p éléments (ou
P-combinaisons) d'un ensemble de cardinal n.

Ensembles dénombrables, au plus dénom-
brables.

Un ensemble est au plus dénombrable si et
seulement s'il est fini ou dénombrable.

Notations |A|, Card(A), #A. Tout
fondement théorique des notions
d’entier naturel et de cardinal est
hors programme.

La formule du crible est hors
programme.

Démonstrations combinatoires des
formules de PAscaL et du binéme.

Un ensemble est dénombrable s’il
est en bijection avec N. Un ensemble
est au plus dénombrable s’il est en
bijection avec une partie de N.
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Exemples simples. Lensemble Z est dénombrable.
Les parties infinies de N sont
dénombrables.

Espaces Probabilisés

Ce chapitre et le suivant ont pour objectif d'aborder l'étude des variables aléa-
toires discrétes; ils sappuient sur le chapitre consacré au dénombrementet celui
consacré aux séries numeriques. La mise en place de ces outils nécessite d’intro-
duire des notions générales de théorie des probabilités. Ces derniéres font l'objet
d'un exposé a minima ; en particulier :

- la notion de tribu wappelle ancun développement théorique ;

- la construction d’espaces probabilisés nest pas un objectif du programme.

Les définitions sont motivées par la notion d’expérience aléatoire. La modéli-
sation de situations aléatoires simples fait partie des capacités attendues des
éléves.

Cette partie du programme relative aux probabiliés a vocation a interagir
avec lensemble du programme. Elle se préte également a des activités de
modélisation de situations issues de la vie courante ou d’autres disciplines.

Lensemble des issues d'une expérience aléa- La notation () est traditionnelle.
toire est appelé univers.

Tribu T sur un univers Q.

Evénement, événement contraire, événement Exemples simples modélisant des
« A et B », événement « A ou B », événements situations concrétes ol le hasard
incompatibles, systéme complet d’événements. 'ntervient.
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Une probabilité sur (QQ, T) est une application
P de T dans R™ vérifiant (1) P(Q) = 1, (2)
pour A et B incompatibles, P(A U B) =
P(A)+P(B) et (3) pour (A )n croissante au
sens de l'inclusion limy P(A) = P(UnAn).
On parle d’espace probabilisé (Q, T, P).

Propriétés des probabilités : probabilité de la
réunion de plusieurs événements, probabilité
de I'événement contraire, croissance.

Probabilités conditionnelles.

Si P(B) > 0, la probabilité conditionnelle
de A sachant B est définie par : Pg(A) =
P(A N B)/P(B), notée aussi P(A|B).

Formule des probabilités composées. Formule
des probabilités totales. Formule de Bayes : si
A1, , Ax est un systéme complet d’événe-
ments de probabilités non nulles et si B est un
événement de probabilité non nulle, alors

_ Pa(B)P(A))
2 Pa(B)P(AY)

Ps(Aj)

Couple d’événements indépendants.

Famille finie d’événements mutuellement indé-
pendants.
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Exemple simple : pour Q = [[1,n]]
une probabilité P est déterminée
par la liste P({k}), k € [[1,n]].
Exemple plus subtil : si E est un
sous-ensemble simple de R?

d’aire unité il existe (on I’admet)
une probabilité sur E, T vérifiant
P(la,b] x[c,d]) = (b—a)(d—c)
pour tout [a, b] x [c,d] C E.la
tribu T est ici la plus petite tribu qui
contient comme éléments tous les
[a, b] x [¢, d] inclus dans E.

L'application Pg est une probabilité.

Proposer applications issues de la vie
courante.

Si P(B) > 0, I'indépendance de A
etB s’écrit Pg (A) = P(A).

Lindépendance des A; deux a deux
n’implique pas I'indépendance
mutuelle sin > 3.
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Variables aléatoires discrétes

Une application X définie sur l'univers
Q a valeurs dans R¥ telle que pour
I4,..., Ik intervalles de R I'image réciproque
XTIy x - - x Iy) est élément de la tribu T
est une variable aléatoire.

On se limite ici au cas D = X(Q) est fini ou
dénombrable. (on parle de variable discrete).

Loi Px de la variable aléatoire X : c'est
la probabilit¢ sur (D,P(D)) définie par
Px(A) =P(X € A).

Image d’une variable aléatoire par une fonction,
loi associée.

Loi de BERNOULLI de paramétre P, p € [0, 1].

Loi binomiale de paramétres n,p, n € N* et

p e o]
Loi géométrique, loi de PoissoN.

Couple de variables aléatoires. Loi conjointe,
lois marginales d’'un couple de variables aléa-
toires.

Loi conditionnelle de Y sachant (X = x).
Extension aux n-uplets de variables aléatoires.

Variables aléatoires indépendantes
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On utilise souvent{X € A}ou

(X € A) alaplacede X" '(A). On
écritdonc P(X € A), P(X = x),
P(X < x).

x)eT

La condition devient (X =
pour tout x € D.

Lapplication Px est déterminée par
la donnée des P(X = x) pour x
élément de D.

Notation B(p). Interprétation :
succes d’une expérience. Lien entre
variable aléatoire de BERNOULLI et
indicatrice d’un événement.

Interprétation : nombre de succeés
lors de la répétition de n expériences
de BErRNOULLI indépendantes.

Donner des exemples concrets de
situation ol ces lois sont utilisées.

La loi conjointe de X et Y est la loi
de (X,Y), les lois marginales de
(X,Y) sont les lois de X et de Y. Les
lois marginales ne déterminent pas
la loi conjointe.
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Couple de variables aléatoires indépendantes.
Si X et Y sont indépendantes :

P((X,Y) € A xB)=P(X € A)P(Y € B)
Variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes.

Si X et Y sont indépendantes les variables
aléatoires f(X) et g(Y) le sont aussi.

Espérance d’une variable aléatoire réelle.

Relation E(X) =

> PHwhX(w
we

le cas Q) fini ou dénombrable. Propriétés de
I'espérance : linéarité, positivité, croissance.
Espérance d’'une variable aléatoire constante,
de BErNOULLI, binomiale.

de

2

xeX(Q)

) dans

transfert

P(X = x)f(x).

Formule

E(f(X)) =

Inégalité de Markov. Si X et Y sont indépen-

dantes : E(XY) = E(X)E(Y).

Moments.
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Si Xy, -+, Xy sont des variables
aléatoires mutuellement indé-
pendantes et de loi B(p) alors
X1+ -+« + Xy suitla loi B(n, p).

OnécritD = {xx, k € [[1,n]]}
siDestfini, D = {xx, k € N*}
si D est dénombrable. Lindexation
k +— Xx est supposée injective

eton pose px = P(X = xx).

Lespérance E(X) est la somme de
la série Z Pk Xk en exigeant dans

le cas denombrable la convergence
absolue de la série.

Lespérance de f(X) est déterminée
par la loi de X.

La réciproque est fausse en général.

Le moment d’ordre k de X est

E(X¥).

Aller a la table des matieres



S

PROGRAMME DE MATHEMATIQUES CLASSE MPSI

Variance, écart type. La variance et I’écart type sont des
indicateurs de dispersion. Une
variable aléatoire réduite est une
variable aléatoire de variance 1.

Relation V(X) = E(X?) — (E(X))?.

Relation V(aX + b) = a?V(X). Si 0(X) > 0, lavariable aléatoire
(X — E(X))/0o(X) est centrée
réduite.

Variance d’une variable aléatoire de BERNOULLI,

d’une variable aléatoire binomiale. Inégalité

de BIENAYME-TCHEBYCHEV. Covariance de deux

variables aléatoires. Relation Cov(X,Y)

E(XY)—E(X)E(Y). Cas de variables indépen-

dantes.

Variance d’'une somme, cas de variables deux & Application a la variance d’une
deux indépendantes. variable aléatoire binomiale.
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