CNAEM 2019, corrigé

Exercice 1
1% Partie
Puissance de la matrice A

1 0 0 1 0 0 14040 0+0+0 04040
I. a) PQ=(1 1 0)(—1 1 0)=(1—1+0 0+14+0 04+0+0

1.7 0 -1 —140 0+41—-1 0+0+1

o T

b) On a constaté que PQ = I, ce qui suffit a démontrer que P est inversible, d'inverse

Q:P1=Q )

—2+140 04140 0+0+0
—2-142 0-14+2 04+0+2

0 0

=1L 0 ONy/1 -140+4+0 0+0+4+0 0+0+0
c) AP=(—2 1 0)(
=2 =12
0+0 0+1+0 0+0+0

1.0 O\7-1 0 1
po=<1 ; o)(o 1 ) (1
11 1/\o o 2 14040 0+140 0+0+2

1 0 O
( B | 0)
T 4 2
Donc, AP = PD

d) On a constaté que AP = PD, alors A = PDP™!
P est une matrice inversible.

D est une matrice diagonale. AP = PD < D = P AP
Donc, A est une matrice diagonalisable.

1 0 0
2. Soient les vecteurs suivantsu = {1 |,v = (1) etw = (0)

=1 10 O\ /1 1—1 +0 +10 =1 : 1
Au =(—2 1 0)(1)=<—2+1+0)=(—1)=—1 (l) = —1u
-2 -1 2/ \ 2 =142 -1 1
u est un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre —1
-1 0 0\/0 0+0+0 0
Av=(—2 1 0)<l)=(0+1+0)=(1)=1v
-2 =1 2/°\1 0-142 1
v est un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre 1
-1 0 0\/0 0+0+0 0 0
Aw=(-—2 1 0)(0)=(0+0+0)=(0)=2(0)=2w
-2 =1 2/ X1 0+0+2 2

; 1
W est un vecteur propre de la matrice A associé 4 la valeur prop

i |

-1

1 1

+0+0 0+04+0 0+0+0
: )
+-
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a) On procede par récurrence sur 1
N‘?l"“s P, la proposition : « A™ = PD"P~? ». .
Initialisation : Pourn = 0
PDOP=Y = pp-1 =] ¢ A°=1 donc. P, estvraic.
Hérédité - Soitn > 0.
Supposons que P, est vraie et montrons que Py, est vraie.
D’aprés I'hypothése de récurrence, on sait que A" = PD"P~? donc en
multipliant a gauche par A. il vient AA™ = APD"P7Y.
Or. AP = PD d"oit A™*! = pT"*1P=! donc Py, est vraie.
Conclusion
D apreés le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n = 0, a
savoir Yn > 0 A" = ppnp-? '

(1" 0 0\ (D" 0 0
b) D est diagonale donc. D" =( 0 S ) =( e s B

—

0 o 2" 0 0. 28
C¢) Vn=0
1.0 0/(-D" 0 0 1 0 0
AV=pprptt & At= (1 1 0)( 0 1 0)(—1 1 0)
1 W A | 0 0 2" 0o -1 1
1 0 o/(-1)"+0+0 0 0
P==Y ,1":(1 1 0)( 0—-1+0 04+140 0)
1 . 1 4 0 -(2n)y 2°

(-1)"-1+40 1-(2") 2"
(-1)" 0 0
(-D)" -1 1 0
=" =1 1=@2" 2"

& At=

(-1)"+0+0 0 0
e A={(CD"=-1+0 1 0

-1 an
4. lasuite (U ))nso : Upsy = AU, et Uy = ( 1 ) 2Up = (bn) avec (@p)nz0r (Pn)nzo €t (Cp)nzo
1 Cn
a) On procéde par récurrence sur n
Notons P, la proposition : « U, = A"Uj ».
Initialisation : Pourn = 0

=7 -1 ]
Uy =( 1 ) et A%, = I( 1 )=( 1 ) donc, P, est vraie.
1 1 1

Hérédité : Soitn =2 0.
Supposons que P, est vraie et montrons que Py, est vraie.
Daprés I'hypothése de récurrence, on sait que U, = A"U, donc en
multipliant a gauche par 4, il vient AU,, = AA"U, = A"*'U,
Or, AUy = Upyy 0t Uyyy = AU, donc Py, est vraie.

Conclusion
[apres le principe de récurrence, la proposition est vraie pour tout n 2 0. a
savoir Yn=>20 U, = A"U,
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b) Onaconstaté que Yn=20 U, = A"U,
ay ("1)" 0 0 =)
U,=A"0, & (b,,) (=1)*=1 1 0 )( 1 )
o/ \D"-1 1-@9) 2°/\1
a, —(=1)"
(=3 (hu) ( —((—l)n - ]) +1 )
Cn "(("1)" - ]) ot R (2") +: (Zn)
Ay "'(_'1)"
&= (b,,) =12= (—1)"
Cn 2~ (—1)"

ay = =(=1)"
vn=0 b,=2- (D"
Ch = 2~ (_l)n

c¢) Programme Scilab
n = input("Entrez la valeur den : ")
A=[-1,0,0;-2,1,0;-2, -1,2]

U=I[-1;1;1]
Fori=1:n
U=A»U
end
Disp(U)

2¢me Partie
Résolution de I'équation M? = A

1. Soit M une matrice carrée d’ordre trois, on pose N = pP~'MP
NNN = P~*MP P"'MP P~'MP

= N3 = P""MMMP
= D= P 'M3P
< PDP'=M?3
= A=M
Donc, M3 = A si, et seulement si, N* = D
2. Soit ND = DN

ND = NN? = N* = N3N = DN
Done, N* = D si ND = DN
3. On sail que la matrice D est une matrice diagonale. Or, un produit de matrices
diagonales reste une matrice diagonale. Et puisque N3 = NNN = D donne une
matrice D diagonale. Donc, la matrice N est une matrice diagonale.
_ Les matrices N et D commutent et ce sont deux matrices diagonales.

4
1 1
N =D & (N%i=(D)s
1
< N=(D)3
5. Soit My, On pose N = P~*MP avec N = (D)3

N=PIMP & PNP'=M
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&= P(D)—: I"" =M

1

y 0 ON/(-DF 0 o0\/1 00
e M=(1 10Jf 0o 10 (-1 1 0)

111 J\o -1 1

0. 0
L0 0Nf(=1)7 0 0
- M=[11 0) A 2 0
11 U\ o -2 2
]
-1f 0 0
o M=|(E1i-1 1 0

Exercice 2
1. a) Vx 21, f‘* e (=1 dp = _fi'_(, -‘1)'0‘(""(“
— _[p=(t-1)
= =[],
= _(‘,l-—x i l"_l)
=1-e"

+ o .
b) [, e~t-Ddt = lim j’l e~tt=1 dt
x4 1
= lim1-e"*=1
X400 ’
Car lim (1=x)=—%; Onpose X = (1= v) dong, lim eX =0
L x=4100 X-
2. Densité de probabilité
o 1t — e~(t=1) est continue sur [1,+o] ¢
donc f est continue sur R, sauf éventucliement en
des limites finies en 1* et 17 donc f est continue
e Sur]-o,1[. [ est nulle done positive. Sit 2 1, f(t) =2 0 car
positive. Done f est bien positive sur K.

. g 4,
o 1l reste a vérifier que [ f

par morceaux sur R.

{ t — 0 est continue sur ]~ . 1] .
1. De plus, f admet clairement

et est toujours

(t) dt = 1. Puisque f est nulle sur ]—c0,1]. on a

f_‘w f(t) dt = 0 et donc sous réserve d’existence, [1Tf@yde= f,'m f(t) dt.

Daprés la question précédente [,

to ~(t-1 ¢ = 1. Ce qui preuve que

I"intégrale généralisée flm[(t) dt converge ¢l que j’:m f(t)dt=

(17 fyde=1.
En conclusion, f peu

3. Fonction de répartition Fy de X .
vieR  F=PXsx)= [ f)dt

o Six < 1alors ]=o,x] € ]—00, 1| donc Fy(x) = j'_wa dt =0
o Siv = 1ectenutilisant la relation de Chasles.
Fy(x) = [, f(Odt = [Lodt+[] e dt
' = ety de
- e

=1-e'"

{ étre considérée comme une densité de probabilité.
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Ainsi. la fonction de répartition Fy de X est bi;:n donnée par :
st x <

0
Fx(x)={ —el* six21

4 Sous réserve d’existence, et puisque f est nulle sur ]—00 1[.ona:

E(X)—J"wt[(t)dt J; tf(t) dt

Soit A > 1, on pose I, = j tf(t)dt =[] te"¢"D dt.On procéde par L.P.P

t) = u'(t)=1
Posons{ (;‘)(_) o=(t=1) alors { (t) - —e-t1)

[A e de = [-te™ 1)] + [} eVt
—Ae~¥V +1 +f e~t-1 dt

E(X) = hm j tf(t)dt
= hm (—Ae’("‘) +1 +f e~ dt)

= 0 + l +1=2
Car, lim_ —Ae~("D =0 et lim f‘ e~ Vdt=1

s. a) Sous réserve d’existence, et puisque f est nulle sur ]—oo,1[.ona:

EX?) = jmtzf(t) dt = r t2f(t) dt
1

Soit A = 1, 0n pose J, = j t3f(t) dt = f t2 e~(t=1) dt. On procéde par 1.P.P
i) = t2 u'(t) = 2t
Posons {v’(t) = g-(e=1) alors { © = e-(t=D)
_[o‘ t2e~t-Ddt = [—tze'(""]: + 2_[: te~ -V dt
=AW D142 f: te~¢-D dt

E(X?) = lim [ef(e) de
hm (-A2 4D 4142 f te~(1) dt)

A-:+no

=14 2E(X)
Car, Alirp ~A%e~4-1) =

b) V(X) = E(X?) - E(X)?
=1+ 2E(X) - E(X)?
=142 2=0F=7
6. Y la variable aléatoire définiepar: Y =X — 1
a) E)=EX-1)=EX)—-1
=2-1=1
b) V(¥) =V(X -1)=V(X)

Pg. 2.
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Amnsi, la fonction de répartition Iy de ¥ est bien donnée par

iy e = s B 120
0 ( z.’l'
nal fult) = -(t-2 1
e\ sttz=

) Densité de probabilité

1
. i L) ' I 1
t = ntoest continue sur I- ot ml el [ = 0 est continue sur ]_,,, ,;l ’
n

% * . 4 . ]
done f est continue sur R, sauf éventuellement en = De plus, f admet
;;.nrcnwnl des limites finies en 1 et 17 donc f,, est continue par morceaus sur
Sur |- ) s — - :
* Suw , 0= I « fy estnulle done positive. Sit 2 = [, (1) = 0 car e’ est toujours
positive. Donce f,, est bien positive sur i,
sl A Y 4o E : 1
* llreste a vérifier que [ f,(t) dt = 1. Puisque /, est nulle sur]-m ;{ onz

S () dt =0 et donc sous réserve d’existence. I.‘:f"“) o
oo

I (o) de,

Soit A = ’-" on pose K, = ff fu(t) dt

[ fucy de = [e~(73) ae

n . -1 A
== [e ),
=1 e UD
o . ! sfgel
_If [ () dt = lim 1 -c"("’i) =1 Car, lime (4-3) = 0
n A=t> A=t
Ce qui preuve que Iintégrale généralisée Em f.(t) dt converge et que
[T h@de = 17 f@)de=1.

In conclusion, f;, peut étre considérée comme une densité de probabilité.

b) i) Fonction de répartition Fy de X,,.
Six < ;'; alors ] =0, x] € ]=00, 1[ donc Fy, (x) = j;o dt =0

s 1 aqe 7 -
e Sixz2 i et en utilisant la relation de Chasles.

1
Fxn (x) = f.:‘m[n(t)dl = EmO dt + f; e—('.;ll.) dt
= fxx e’“_:a’ dt
. X
e [e_(t—%)]z

1
=1-e "W

Ainsi. la fonction de répartition Fy de X est bien donnée par :
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P () = ‘ siox <%‘
» 1=e"00 six> i
1) Fonction de répartition Fy, de V.
W =Py Sx)= P(X,, —'l's x)
=P(X s x+3)

-y (x43)

Ainsi, la fonction de répartition Fy de X est bien donnée par :

N 0 Sti:x% <0
F""(x)_{l—e“ six20

¢} Sous reserve d'existence, et puisque f,, est nulle sur ‘—oo ‘ ona:

“+ o 4+ oo
E(X,) = f tf() dt = J; tf,,(t) dt
Soit A > 1, onpose I, = [ tf,(t) dt = fn t e*® dt. On procéde par 1L.P.P
u(t) =1t , { u(t)=1
1, alors
v'(t) =e R v(t) = e )
AL =) ~e=ht
hte T wdt= [—te n ]‘ + [ e Ddt

Posons {

1 114
= —Ae W +% 4 [—e‘“'?)]_,_
n
= —Ae”U D i _omD 4L
o n n
B = lim [ ef,(0) de

= lim —Ae™" )+——e'(‘_) +-
g—o-'-w

I S
= l—e-(: -)—(l—e— :—:-4))
I
P RS
f) Calcul avec Scilab
n=1

P=exp(-(1/n))-exp(-(2/n))

While P>=107(-3)
P=exp(-(1/n))-exp(-(2/n))
n=n+1

end

disp(n)
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Exercice 3 '
a) Le dé est cubique done X(£2) = | ,6]. De plus, le dé est équilibré donce chaque

)
face 4 la méme probabilité d'apparaitre : wkel1.6), PX=k) =3
Donc. X suit 1a loi uniforme de parametre 0,

b) E(X):"T"zg V(X)=_=T:

a) Pour k =1, on lance la piéce de monnaie une seule fois, 1'événement (V = 0)
se produit lorsqu'on obtient pile lors de Iupique lancer effectué. Done

Pl;(:”(yf—' 0) =§‘

b) Pour k € {2,3,4,5,6). on lance la piece de monn
(Y = 0) se produit lorsqu’on obtient pile lors des
k€12,3,4,56), Pyap¥ =0)=2x3=7

¢) (X =1)et X € {2,3,4,5,6) forment un systeme complet d’événement ¢t d'apres
la formule de probabilité totale :

P(Y = 0) = P((Y = 0)n (X = 1)) + Zhep PAY = 0} N IX = ey
= Piyany(Y = P = 1) # Loy Piraip(¥ = OOPX = k)
1 . 1
=ixi+Tha5x%g
:%7%+(6-2+1)x%xi=%

L évenement (Y = 2) se produit lorsqu’on obtient deux faces lors des deux lancers

effectués. Or. pour lancer la piéce de monnaie deux fois il faut que X € {2,3,4,5,6)

X €1(2,3,4,5,6) et (X = 1) forment un systéme complet d’événement et d’aprés la

formule de probabilité totale :

P(Y=2)=P(Y =2)n{X =1} + Zh, PAY =2)n{X =k}
=0+ 5§, Pyeiy(Y = 2)P(X = k)
- St
- (6—2+1)x%x-§-x3-27
"événement (Y = 1) se produit lorsqu’on obtient face. Ainsi que la somme des
probabilités de (Y = 0), (Y = 1) et (Y = 2) est égalea . Done,
iPY=k)=1 & P(Y=0)+P(Y=1)+P(Y=2)=1
= P(Y=1)=1-P(Y =0)-P(Y =2)
L Y .
= P(Y-])—’]3 ol
= P(Y=1)=%

—oxAe1xBezxi®
E(Y)=0x=+1x2+2%x

aie deux fois, 1.'évenement
deux Jancers effectués, Donc,

z 10

13 20 11
=04+ —4—=—=—
27 27 9

V(Y) = E(X?) — E(X)?
DTS PP U L
=0 xS Xt TG (7)
53 121 _ 38

o —
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6. a) Laloi du couple (X,Y)

¥ I 2 3 4 5 6 Y
1 1 1 1 1 1 2
Ol v | & |l wlw | &l s ] %
2 2 2 2 2 ) A3
B . 8 27 27 27 27 27 27
2 2 2 z 2, 10
2 0 ; '2—7 ; 27 27 27
v 1 1 1 1 3 - 1
- 6 6 & 6 6 6

Exemple de calcule : P((y = 0} n (X = 1)) = P({X = 1))/ ({Y = 0)) - I:."; -
b) D’aprés le tableau de la loi du couple (X,Y)

PAY =2)0{X=1}) =0 et P{Y =2 xP{UX =1}) == x

1
2776 81
Donc, P({Y =2}n{X =1)) # P{Y = 2}) x P({X = 1})
Donc, X et ¥ ne sont pas indépendantes. :

¢) La covariance Cov(X,Y) de X et Y.
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
E(XY) = Ef:oz?u"fx PAY =i}n{X =j}) , : A
—_2. A ..6.. .2. _1.2 .1_2. .3. i — OX—+4+ 12 x =
-m+27+27+27+27+27+4x27+6x27+8><27+1 27 27
_a

9

L S I B
Cov(X,Y) e R e W
d) Le coefficient de corrélation p(X,Y)

s
_ Cov(Xy) _  71a =
PX.Y) = 22D = e = 0237
12”81

Exercice 4

- M, et My forment un systéme complet d’événement et d’aprés la formule de probabilité
totale : .

P(C) = P(M;)Py,(C) + P(M3)Py, (C)
=0,99a + 0,96(1 — a)
=0,99a + 0,96 — 0,96a
=0,03a + 0,96
2. On sait que P(C) = P(M;)Py, (C) + P(M;)Py, (C)
Et d’aprés la question précédente on a trouvé que
P(€)=003a+096 < 097 =0,03a+096
& 097-096 = 0,03a
= 001=0,3a

Donc, Py, (C) =

pg. 228
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) X compte le nombre de réalisation de 1'événement « succés obtenir un cra)(on
commerciahise » de probabilité 0,97 lors de 10 prélévements identiques et inc!épcndanls d’un
cravon: Dong, suit la loi binomiale de paramétre n = 10 et p = 0,97. Par suite :
X = 0. 10) o« vkelo,10) PX = k)= (})(0,97)%(0,03)'**
b) P(X 10) = (:::)(0_97)1‘\(0'03)10--\0 = 1% (0'97)10 x 1= (0.97)10
€)1 S"agit de caleuler la probabilité¢ P(X = 9)

PX29=PX=9)+PX =10) "
(12)(0,97)°(0,03)'°=° + (0,97)*°
10 X 0,76 x 0,03 + (0,97)°
0,228 + 0,737 = 0,965

mn

d Caleul avee Scilab
nomput( - Entrez la valeur de n(entier) :7)
M- grand(1.an, bin®,10,0.97)
Disp(N)
A na P(M))=a P(M))=1—-a—=b P(M3)=Db
P(c) = P(Al\)PMl(C) + P(MZ)PMz(C) e P(M3)PM3(C)
<=2 0,99 = 0,99q + 096(1 —a—b) + PMz('C)b
0,99 = 0,99a + 0,96 — 0,96a — 0,96b + Py, (C)b

=2 Py (O)b =099 - 0,96 — 0,99a + 0,96a + 0,96b

~ 0.03-0,03a+0,96b
Pr (C) = ——MmMmM—

=4

b) Py (€) 2 0,999

; 39

l?_(l+;)'b>0

0<Zh+asi
10

€ 1) ) est le temps d'attente du premier succés « obtenir un crayon non
commerciahsable » de Probabilité¢ 0,001 lors de tirages identiques et
indépendants d*un crayon. Done, Y suit la loi géométrique de paramétre p =
0,001.
i) X(Q) =N o VkeEN P =k)=0,001(0,999)k!
1) Dapres le cours,
12 1 1 . 1-p 1-0,001
E(Y) =2 =o==1000 et V(Y) =T;=m=999000
) Caleul avee Scilab
m - mput(‘Entrez la valeur de m(entier) %)
M- grand(m. 1,’geom’,10,0.97)
Disp(M)

= 0.03—0,02a+0,96b 2 0'999
& 0,03-0,03a+096b > 0,999b
& 0,03 -0,03a+096b—0,999bh > 0
& 0,03 >0,03a+ 0,039 >0
e 12a+22ps0
0,03
[ —3
[ —J

-FIN DU CORRIGE-
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