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Terminologie

e A estla racinede l'arbre

B estle perede D etE.

C estle frerede B
D etE sontles filsde B.

D, E,F, G, | sont desioeuds externesu dedeuilles
» A, B, C, Hsont desioeuds internes

e LaprofondeurdeE esP

e La hauteurde l'arbre ess.

* Le degrédunoeud BespP.

Propriéte. (# aréteg = (#noeuds#feuilles) — 1
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///’

(x définition d’un arbre hétérogéne a 1l’aide de listes *)
type (’f,’n) arbre=
| Feuille of ’f
| Noeud of ’n * ((’f,’n) foret)
and ((’f,’n) foret=
Arbres of (’f,’n) arbre list;;

(x définition d’un arbre hétérogéne a 1l’aide de tableaux *)
#type (°f,’n) arbre =
Feuille of ’f
| Noeud of ’n * ((’f,’n) foret)
and (’f,’n) foret =
Arbres of (’°f,’n) arbre vect;;




///’

(x définition d’un arbre hétérogéne a l’aide d’enregistrements *)
#type (’f,’n) arbre =

| Feuille of ’f t_feuille

| Noeud of (’f,’n) t_noeud
and ’f t_feuille = { mutable etiq_feuille :’f}

and (’f,’n) t_noeud

{ mutable etigq_noeud : ’n ;

mutable branches : (°f,’n) arbre vect};;

(* définition d’un arbre binaire hétérogéne *)
#type (’f,’n) arbre_bin =
Feuille of ’f
| Noeud of ((’f,’n) arbre) * ’n x ((°f,’n) arbre);;




///’

#type (’f,’n) arbre=
| Feuille of ’f
| Noeud of ’n * ((’f,’n) arbre list);;
#let rec nb_noeuds_arbre = function
| Feuille _ -> 0

(* nombre de noeuds, de feuilles, hauteur d’un arbre hétérogéne (listes) *)

| Noeud ( _ , branches) -> 1 + (nb_noeuds_foret branches)
and nb_noeuds_foret = function
| [1 ->0
| t :: q —> (nb_noeuds_arbre t) + (nb_noeuds_foret q);;
#let rec nb_feuilles_arbre = function
Feuille _ -> 1

| Noeud ( _ , branches) -> (nb_feuilles_foret branches)
and nb_feuilles_foret = function
(1 >0

| t :: q > (nb_feuilles_arbre t) + (nb_feuilles_foret q);;
##let rec hauteur_arbre = function
| Feuille _ -> 0

| Noeud ( _ , branches) -> 1 + (hauteur_foret branches)

and hauteur_foret = function

| 00 ->0
N

| t :: q —> max (hauteur_arbre t) (hauteur_foret q);;




///;* nombre de noeuds, de feuilles, hauteur d’un arbre hétérogéne (tableaux) *)
#type (°f,’n) arbre=

| Feuille of °f

| Noeud of ’n * ((’f,’n) arbre vect);;

#let rec nb_noeuds_arbre = function
| Feuille _ -> 0
| Noeud ( _ , branches) -> 1 + (nb_noeuds_foret branches)

and nb_noeuds_foret f =
let nb = ref 0 in (* on initialise & O le nombre de noeuds de la forét *)
for i = 0 to (vect_length f) -1 do
(* on ajoute le nombre de noeuds *)
nb := !nb + nb_noeuds_arbre (f.(i))
done;
Inb ;;

#let rec nb_feuilles_arbre = function
Feuille _ -> 1
| Noeud ( _ , branches) -> (nb_feuilles_foret branches)

and nb_feuilles_foret f =

let nb = ref 0 in

(* on initialise & O le nombre de feuilles de la forét x*)

~
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for i = 0 to (vect_length f) -1 do
(* on ajoute le nombre de feuilles *)
nb := !nb + nb_feuilles_arbre (f.(i))
done;

Inb ;;

#let rec hauteur_arbre = function
| Feuille _ -> 0
| Noeud ( _ , branches) -> 1 + (hauteur_foret branches)
and hauteur_foret f =
let nb = ref 0 in
(x on initialise & O le nombre de feuilles de la forét *)
for i = 0 to (vect_length f) -1 do
(* on ajoute le nombre de feuilles *)
nb := max !nb (hauteur_arbre f.(i))
done;

Inb ;;
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Arbres binaires
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Arbres binaires

o Arbre ordonnéles fils de chague noeud sont ordonnge

e arbre binaire: arbre ordonné dont tous les noeuds
Internes sont ddegré 2

e Définition récursive des arbres binaires:

 Un arbre binaire est soit
- unnoeud externe (feulilleou

- unnoeud internélaracine) et deux arbres binaires
(sous arbre gauchetsaus arbre droif)
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Exemples d'arbres binaires

e expression arithmétique

4] |6

(B x(1 +(4 +6)) +(2+8) x5+ (4x(7T+ 2))

e riviere

T———
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Exemples d'arbres binaires

e arbres de décision

C Est-il tard?)
OuUl NON
( Du cafe? ] ( Un bon repas? )

OuUl NON OuUl NON
Jacques Vabr Vous voulez des
q gateaux? Lasserre Mac Do
OuUl NON
East Side
Pockets Dodo

Trees 4.7




Proprietes des arbres binaires

e (# noeuds externgs= (# noeuds interngs- 1

e (# noeud au niveau) < 2'

e (#noeuds externgss 2 (hauteuy

 (hauteuy = log, (# noeuds externgs

e (hauteuy = log, (# nceuds) — 1

» (hauteuy < (# noeuds interngs ((# noeuds— 1)/2

D
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4 )

Arbres binaires

Un arbre binaire possede des necuds et des feuilles. Certains disent

plutot neeuds internes et neeuds externes.
On peut définir la structure d’arbre binaire de facon récursive.

Si N (resp. F) désigne 'ensemble des valeurs des nceuds (resp. des
valeurs des feuilles), 'ensemble A(N, F) des arbres binaires est défini

par :
— toute feuille est un arbre : F C AN, F);

— si a et B sont deux arbres, et si n € N, alors (n, a, 3) est un

arbre.

N /




4 )

Le typage CAML correspondant est le suivant :

type (’n,’f) arbre_binaire =
| Feuille of ’f

Un exemple d’arbre binaire du type (int,string) arbre_binaire
est :

Neeud(1,Feuille "a",
Neeud (6 ,Neud (4,Feuille "c",
Feuille "d")
Feuille "b"))

qui correspond au dessin de la page suivante, ou on a choisi de

représenter les noeuds par des ronds et les feuilles par des carrés.

N

| Neeud of ’n * (’n,’f) arbre_binaire * (’n,’f) arbre_binaire ;;

/




FIG. 1: un premier exemple d’arbre binaire
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Squelette d’un arbre

Le squelette d’'un arbre définit sa géométrie : on 1'obtient en
supprimant toute information aux nceuds et feuilles, et en

supprimant les feuilles. Voici le squelette de ’arbre précédent :




o )

n type aisément les squelettes d’arbres binaires ainsi :

type squelette_binaire =
| Rien

| Jointure of squelette_binaire * squelette_binaire ;;

Exercice écrire la fonction CAML qui renvoie le squelette de ’arbre

binaire argument.

Exercice écrire la fonction CAML qui renvoie le squelette
symétrique du squelette argument dans la symétrie par rapport a une

verticale.

Exercice écrire la fonction CAML qui teste 1'égalité de deux

\squelettes. /




let rec décharne = function
| Feuille _ -> Rien

| Neud(_,g,d) -> Jointure(décharne g, décharne d) ;;

let rec symétrie = function
| Rien -> Rien

| Jointure(g,d) -> Jointure(symétrie d,symétrie g) ;;

let rec égalité_squelettes a b = match (a,b) with
| (Rien,Rien) -> true
| (Jointure(g,d),Jointure(g’,d’))
-> (égalité_squelettes g g’) && (égalité_squelettes d d’)
| _ -> false ;;




/Propriétés combinatoires \

Vocabulaire

Nous appellerons taille d'un arbre binaire le nombre de ses noeuds internes.

C’est aussi la taille de son squelette.

On peut donc écrire :
let rec taille = function
| Feuille -> 0
| Neeud(_,g,d) -> 1 + (taille g) + (taille d) ;;
Sa hauteur (on parle aussi de profondeur) est définie inductivement par :
toute feuille est de hauteur nulle, la hauteur d’un arbre (n, a, 3) est égale
au maximum des hauteurs de ses fils a et 3 augmenté d’une unité : la

hauteur mesure donc 'imbrication de la structure.

let rec hauteur = function
| Feuille -> O

\\\\; | Neeud(_,g,d) -> 1 + (max (hauteur g) (hauteur d)) ;; 4///




4 )

Remarque : la hauteur d’un arbre est égale a la longueur du trajet le plus

long de la racine a une feuille (comptée par le nombre d’arétes parcourues).

On peut également parler de la profondeur d’un nceud (ou d’une feuille)
d’un arbre donné : il s’agit alors de la longueur du trajet de la racine

jusqu’a ce nceud.

C’est donc aussi la différence des hauteurs de 'arbre entier et du

sous-arbre dont le nceud choisi est la racine.

Dans 'exemple de la figure 1, ’arbre est de taille 3 et de hauteur 3. Le

noeud interne 4 est de profondeur 2, la feuille b est a profondeur 2.

N /
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Le nombre de feuilles se déduit facilement du nombre de noeuds,

c’est-a-dire de la taille :

Théoreme 1 (Feuilles et nceuds d’un arbre binaire)
Le nombre de feuilles d'un arbre binaire de taille n est égal a n + 1.

<> D’aucuns peuvent utiliser une preuve inductive.

Je préfere dire que si f est le nombre de feuilles, n + f compte le
nombre de nceuds et feuilles qui sont, sauf la racine, fils d'un nceud
interne : n+ f —1=2n. D'ol le résultat : f =n + 1. +

Nous allons voir que taille et profondeur d’un arbre binaire sont

étroitement liés.

N
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/Théoréme 2 (Hauteur d’un arbre binaire)

Soit h la hauteur d'un arbre binaire de taille n. On dispose de :

14 [lgn] < h < n.

<> La hauteur est la longueur du plus long chemin de la racine a une
feuille. Au lieu de compter les arétes, on peut compter les nceuds
(internes) de départ, et on a bien h < n.

Un arbre binaire de hauteur h est dit complet si toutes ses feuilles sont a
la profondeur h ou h — 1. On vérifie facilement pour un tel arbre la
relation h =1+ |lgn|.

A un arbre binaire non complet on peut ajouter suffisament de nceuds

(et de feuilles) pour qu'il soit complet : la taille passe alors de n a
n' =2" —1>n, donc |lgn| < h et ainsi |lgn| + 1 < h. +

/
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/On en déduit aussitot le \

Corollaire 1 Soit h la hauteur d'un squelette binaire de taille n. On dispose
de :

llgn|] <h<n-—1.

Ici encore les bornes sont optimales (c’est-a-dire qu’il existe des squelettes

pour lesquels elles sont atteintes).

Exercice écrire une fonction CAML qui renvoie un squelette binaire

complet de taille donnée.

Exercice écrire une fonction CAML qui décide si un squelette binaire est

\ou non complet. /

13




let rec squelette_complet = function
| 0 -> Rien
| n -> let g = squelette_complet ((n - 1)/2)
and d = squelette_complet (n - 1 - (n - 1)/2)

in Jointure(g,d) ;;

let rec est_complet = function
| Rien -> true
| Jointure(g,d)
-> let hg = hauteur g and hd = hauteur d
in if hg == hd then
(est_complet g) && (est_complet d)
else if hg == 1 + hd then
(est_complet g) && (est_vraiment_complet d)
else if hg + 1 == hd then
(est_vraiment_complet g) && (est_complet d)
else false
and est_vraiment_complet = function
| Rien -> true
| Jointure(g,d) -> ((hauteur g) == (hauteur d))

&& (est_vraiment_complet g) && (est_vraiment_complet d) ;;

/

14



4 )

En fait il est beaucoup plus facile (et efficace) d’écrire d’abord une fonction qui renvoie
une liste des profondeurs des feuilles.

let liste a =
let rec aux n 1 = function
| Rien -=> n :: 1
| Jointure(g,d) -> aux (n + 1) (aux (n + 1) 1 d) g
in

aux 0 [] a ;;

let est_complet a =
let rec minmax = function
| [ -> failwith "Liste vide"
| [t 1 > (t,t)
| t :: q => let (m,M) = minmax q
in
(min m t, max M t)
in
let (m,M) = minmax (liste a)
in
1> M -m) ;;

15



/Dénombrement \

Soit C), le nombre de squelettes binaires de taille n : Co =0, C1 =1, C2 = 2. ..
n—1
k=0
génératrice C'(z) = Z:ioo Crz™, de la relation :

On dispose de la récurrence : Vn > 1,C,, = C.C,,—1_, d’ou pour la série

+ o0 +oo n—1
C(z) =Co + zZC’nz"_l =1+ zZZCkCn_l_kz”_l =1+ 2C(2)°.
n=1 n=1 k=0

On résout cette équation (en tenant compte que C(0) = Cop = 1) :

C(z) = L=

—+ oo
\/1—42_20 "
2z - n%

n=0

et on en déduit le

Théoreme 3 (Nombres de Catalan)

. 2n .
Le n-ieme nombre de Catalan C), = ( ) compte les squelettes binaires de
n

- n—+1
taille n. On a (), ~ nf/ﬁ quand n — +o00.

/
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4 )

Hauteur d’un arbre binaire

On peut tenter de prolonger 1’étude précédente, en notant ¢, le
nombre d’arbres binaires de taille n et de hauteur A.

On peut poser alors P(u, z) = 3720 S0 e, pul2™, appelée fonction

generatrice double associée aux ¢y, .

Mais I’expression inductive de la hauteur d’un arbre ne conduit a
aucune équation explicite en terme de fonction génératrice qui

permette son évaluation.

N /
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4 )

“+ oo h
h , ..
Posons en revanche T ](z) = S ; Cn.h 2", dénombrant ainsi les
) )
n=0 k=0

arbres binaires de taille n et de hauteur au plus égale a h, au nombre de
= ZZ—O Cn,h

Cette fois nous avons une récurrence facile : ¢}, .1 =>  _ 0 Cle hCr1—k.h»

qui nous permet d’écrire par une méthode analogue a ce qu’on a fait plus
haut : T (2) =14 27" (2)2

On peut alors démontrer le

Théoréeme 4 (Hauteur moyenne d’un arbre binaire — admis)
La hauteur moyenne d'un arbre binaire de taille n vaut 24/mn + O(n1/4+5)
pour tout € > 0.

N /
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/Utilisation de séries génératrices doubles \

Nombre moyen de noceuds sans descendance

Nous cherchons ici a déterminer, pour un squelette binaire de taille n, le

nombre moyen de noeuds qui n’ont ni fils droit ni fils gauche.

Pour cela, nous notons t,, x le nombre de ces squelettes binaires de taille n

possédant k tels noeuds, et nous introduisons la SGD

T(u,z) = Z tn ru2".
k,n

Bien stir nous disposons alors de T'(1,2) = C(2) = ), Cr2"

Mais nous avons aussi 92 (1,2) = > (> ktnk)z", de sorte que le nombre
n k

moyen cherché s’écrit :

oT

M (12)

_ M = a1, 2) )

19




/OI‘ to,o = 1, tl,O = O, t1,1 = 1 et bien SﬁI‘, si k> n, tn,k; = 0. \

En outre, pour n > 1, on dispose de la récurrence suivante :

tn—l—l,k — E E tn1,k1tn2,k27

ni+ng=n ki+ko2=~k

ce qui revient a écrire sur la série génératrice double :
2
T(u,z) =14+ uz+ 2T (u,2)” — 2.

Dérivant par rapport a u, il vient 2 (1,2) = z + 22T(1, 2) 3£ (1, 2), d’olt

u

oT z z z

ou?) =12 2:T(1,2) 1-220(2) 1-4z

Finalement :
A — i (2:__12> _n(n+1) n
=G G 221 4

N /
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a )

Longueur de chemin interne moyenne

On appelle /¢ d’un squelette binaire la somme des profondeurs de ses
noeuds. On cherche a déterminer la lci moyenne d’un squelette de
taille n.

On procedera de facon analogue a ce qu’on a fait pour les noeuds sans
descendance, en notant ¢, i le nombre de squelettes de taille n et de
lci égale a k.

On introduit la SGD L(u,z) =}, ¢ R 2"

On a toujours L(1, z) = C(z), et la moyenne de la Ici est donnée par :

L, — 2" Gu (1,2) _ [zn]gﬁ(l,z).
L2 ()

N /
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/Un squelette s de taille |s| > 0 a un fils gauche g et un fils droit d. \
On dispose de |s| = |g| + |d| + 1 et lci(s) = lci(g) + lci(d) + |g| + |d].
Ces relations se traduisent directement par :

L(u,2) = 1+ Z lei(@)+ei(d)+lgl+ldl lgl+d]+1

g,d

= 14+ ZZ(UZ)|9|ulci(g) % Z(uz)|d|ulci(d)
d

g
= 1+ zL(u,uz)?

En dérivant par rapport a u, on obtient

8_L(1 )_27;20(,2)0’(7;)_ 21—z
ou T 1-220(z) 1—4z 1—4z

+ 1,

et finalement :

(n+1)4™
N

L, = (27) —3n—1=nymn —3n+ O0(V/n).

n

/
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Parcours d'arbres

o parcourgrefixe

Algorith m prefixe(v)
“visiter” noeudv
pour chaque fils w dev faire
effectuer recursivementefixe(w)

e Lire un article du début a la fin

(Reference}

Trees 411




Parcours d'arbres

o parcourgosfixe

Algorith m postfixe(v)
Pour chaquefils w dev faire

effectuer récursivemempbstfixe(w)
“visiter” noeudv

 du (disk usage): commande Unix

/10K

249K
cs016/
2K

5124K

/user/rt/courses/

1K

\229K

grades homeworksq programs/ projects/ | [grades
8K 1K 1K 1K
/ / \ / \ 82K 4787K
hwl] {hw2| |hw3| [prl]||pr2||pr3 papers/ demos/
3k || 2k | | ak | [57k| |97k ]| [74K 1K 1K
buylow | | sellhigh market
26K 55K 4786K
Trees 4.12




Evaluation d'expressions
Arithmétiques

» spécialisation d'un parcours pibst
Algorith me evalueExpression(v)

sl v est un noeud externe
retourne la valeur stockée dans v

sinon soit o I'operagur stacké dans v
X « evalueExpression(filsGauche(v))
y « evalueExpression(filsDroit(v))
retournexoy

Trees 4.13




Parcours d'arbres

» parcours infixe d'unarbre binaire
Algorith m infixe(v)
effectuer recursivemeitfixe(filsGauche(v))
“visiter” noeudv
effectuer récursivemeitfixe(filsDroite(v))

* iImprimer une expression arithmétique
- spécialisation d'une traversééixe
- iImprimer “(* avant parcours du fils gauche
- Imprimer “)” apres parcours du fils droit

4] |6

(B x(1 + @4 +6) +((2+38) x5+ (4x(7+ 2)

Trees 4.14




Parcours d'Euler

e parcours genériqgue d'un arbre binaire

* les parcours pfexe, infixe, et poskixe sont
des cas particuliers du parcours d'Euler

 “tourner autour” de l'arbre et visiter chague noeud
trois fois:

- de la gauche
- d'en desssous

- de la droite

Trees 4.15




4 )

Parcours d’un arbre

A partir de la définition des arbres binaires, on définit de facon naturelle

trois ordres de parcours récursifs, qui travaillent en profondeur d’abord :

ordre préfixe on lit la racine, puis on parcourt les arbres fils gauche et
droit ;

ordre infixe (ou symétrique) on parcourt ’arbre fils gauche, on lit la

racine, puis on parcourt le fils droit ;

ordre suffixe (ou postfixe) on parcourt les arbres fils gauche et droit,

puis on lit la racine.

Il faut ajouter ’ordre militaire, qui consiste a lire profondeur par

profondeur, de gauche a droite. C’est un parcours en largeur d’abord.

N /
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G)it par exemple cet arbre : \

Voici ses parcours
a
a militaire : 1a64bcd;
préfixe : 1a64cdb;

e b infixe : alc4déb;

suffixe : acd4bé1l.

Exercice écrire en CAML ces quatre parcours : parcours f1 f2 arbre

@)pliquera f1 aux feuilles et £2 aux noeuds. /

24




///7 let rec parcours_préfixe f1 f2 = function
| Feuille x -> f1 x
| Neuwd(x,g,d) -> £2 x ;

parcours_préfixe f1 f2 g ;

let rec parcours_infixe f1 f2 = function
| Feuille x -> f1 x
| Neud(x,g,d) -> parcours_infixe f1 £f2 g ;
f2 x ;

parcours_infixe f1 f2 d ;;

let rec parcours_suffixe f1 f2 = function
| Feuille x -> f1 x
| Neud(x,g,d) -> parcours_suffixe f1 f2 g ;

parcours_suffixe f1 f2 4 ;

\\\¥ f2 x ;;

parcours_préfixe f1 f2 d ;;

25



let parcours_militaire f1 f2 a =
let rec parcours_rec = function
1 > 0O
| Feuille(x) :: reste
-> f1 x ; parcours_rec reste
| Neud(n,g,d) :: reste
-> f2 n ; parcours_rec (reste @ [ g ; d 1)
in

parcours_rec [a] ;;

26




@ N

#type (°f,’n) arbre=
| Feuille of ’f
| Noeud of ’n * ((’°f,’n) arbre list);;

* parcours préfixé, postfixé ou infixé d’un arbre hétérogéne (listes) *)

#let parcours_prefixe explore_feuille explore_noeud =
let rec prefixe_arbre = function
| Feuille f -> explore_feuille f
| Noeud (n,foret) -> explore_noeud n; prefixe_foret foret
and prefixe_foret = function
I 0> 0
| t::q —> prefixe_arbre t; prefixe_foret q
in prefixe_arbre;;

#let parcours_postfixe explore_feuille explore_noeud =
let rec postfixe_arbre = function
| Feuille f -> explore_feuille f
| Noeud (n,foret) -> postfixe_foret foret; explore_noeud n
and postfixe_foret = function
| O -> 0

| t::q —> postfixe_arbre t; postfixe_foret q

in postfixe_arbre;;




///’

#let parcours_infixe explore_feuille explore_noeud =

let rec infixe_arbre = function
| Feuille f -> explore_feuille f
| Noeud (n,foret) -> infixe_foret n foret

and infixe_foret n = function
| [J -> failwith "arbre incorrect"
| [branche] -> infixe_arbre branche
| t::q -> infixe_arbre t; explore_noeud n; infixe_foret n q

in infixe_arbre;;

##let a = Noeud (‘a‘,[Noeud (‘b‘,[Noeud (‘d‘,[Feuille 2;Feuille 4]);Feuille 1]);
Feuille 5; Noeud (‘c‘, [Feuille 3])])

and explore_feuille = print_int and explore_noeud = print_char in

parcours_prefixe explore_feuille explore_noeud a;;

abd2415c3- : unit = ()

##let a = Noeud (‘a‘,[Noeud (‘b‘,[Noeud (‘d‘,[Feuille 2;Feuille 4]);Feuille 1]);
Feuille 5; Noeud (‘c‘,[Feuille 3])])
and explore_feuille = print_int and explore_noeud = print_char in

parcours_postfixe explore_feuille explore_noeud a;;

\\\?4d1b53ca— : unit = O




///;?arcours générique ‘\\\

#let parcours explore_feuille pre_explore_noeud in_explore_noeud post_explore_noeud=

let rec parcours_arbre = function

| Feuille f -> explore_feuille f

| Noeud (n,foret) -> pre_explore_noeud n; parcours_foret n foret
and parcours_foret n = function

| [ -> failwith "arbre incorrect"

| [branche] -> parcours_arbre branche; post_explore_noeud n

| t::q —-> parcours_arbre t; in_explore_noeud n; parcours_foret n q
in parcours_arbre;;

Un exemple intéressant qui imprime la syntaxe concrete d’un arbre

#let a = Noeud (‘a‘,[Noeud (‘b‘,[Noeud (‘d¢,[Feuille 2;Feuille 4]) ;Feuille 1]);
Feuille 5; Noeud (‘c‘, [Feuille 3])1)

and explore_feuille = print_int

and pre_explore_noeud n = print_char n; print_char ‘(¢

and in_explore_noeud n = print_char ¢,

and post_explore_noeud n = print_char ¢)‘¢ in

parcours explore_feuille pre_explore_noeud in_explore_noeud post_explore_noeud a;;

a(b(d(2,4),1),5,c(3))- : unit = ()

o /




///’

Un exemple amusant qui imprime la syntaxe Caml de ’arbre Caml (!!)

#let a = Noeud (‘a‘, [Noeud (‘b‘, [Noeud (‘d‘,[Feuille 2;Feuille 4]);Feuille 1]);
Feuille 5; Noeud (‘c‘,[Feuille 3])1)

and explore_feuille f = print_string "Feuille ";print_int f

and pre_explore_noeud n = print_string "Noeud (‘";print_char n; print_string "¢, ["

and in_explore_noeud n = print_char ;¢

and post_explore_noeud n = print_string "])" in

parcours explore_feuille pre_explore_noeud in_explore_noeud post_explore_noeud a;;

Noeud (‘a‘,[Noeud (‘b‘, [Noeud (‘d‘, [Feuille 2;Feuille 4]) ;Feuille 1]);Feuille 5;
Noeud (‘c‘,[Feuille 3])]) - : unit = ()

10
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#type (’f,’n) arbre_bin =
| Feuille of ’f
| Noeud of ((’f,’n) arbre_bin * ’n *x (°f,’n) arbre_bin);;

let parcours_prefixe explore_feuille explore_noeud =

arcours d’arbres binaires

let rec prefixe = function
| Feuille f -> explore_feuille f
| Noeud ( gauche, n , droite) ->
explore_noeud n; prefixe gauche; prefixe droite
in prefixe;;
let parcours_postfixe explore_feuille explore_noeud =
let rec postfixe = function
| Feuille f -> explore_feuille f
| Noeud ( gauche, n , droite) ->
postfixe gauche; postfixe droite; explore_noeud n

in postfixe;;

let parcours_infixe explore_feuille explore_noeud
let rec infixe = function

| Feuille f -> explore_feuille f

| Noeud ( gauche, n , droite) ->

\\\¥ in infixe;;

infixe gauche; explore_noeud n; infixe droite

11
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econstruction de ’arbre

préfixe, ou bien de son parcours suffixe.

On peut reconstruire un arbre a partir de la donnée de son parcours

~

En revanche, deux arbres distincts peuvent avoir le méme parcours infixe :

27



4 )

On suppose qu’on se donne un parcours d’un arbre par une liste d’objets du
type (’n,’f) listing_d’arbre = F of ’f | N of ’n ;;
voici alors comment récupérer ’arbre depuis son parcours préfixe :

let recompose_préfixe 1 =

let rec aux = function

| (F f) :: reste -> (Feuille f), reste
| (N n) :: reste -> let g, reste’ = aux reste in
let d, reste’’ = aux reste’ in

Neud(n,g,d), reste’’
| [ -> failwith "Description préfixe incorrecte"
in match aux 1 with
| a,[1 -> a

| _ -> failwith "Description préfixe incorrecte" ;;

Exercice faire de méme pour le parcours suffixe.

N /
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let recompose_suffixe 1 =

let rec aux ss_arbres parcours = match (ss_arbres, parcours) with

| pile, (F £f) :: q -> aux (Feuille(f) :: pile) q

d :: g :: pile, (Nn) :: q -> aux (Neud(n,g,d) :: pile) q

|

| [ arbre ],[] -> arbre

| _ -> failwith "Description suffixe incorrecte"
in

aux [] 1 ;;

Bien sur :
Exercice deux arbres distincts peuvent-ils avoir le méme parcours

militaire 7 si non, écrire la fonction CAML recompose militaire.

~

/
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On utilisera ici une procédure assez analogue a recompose_suffixe
appliquée au miroitr du parcours militaire.

let recompose_militaire 1 =

let rec aux ss_arbres parcours = match (ss_arbres, parcours) with
| file, (F £) :: q —> aux (file @ [ Feuille f ]) q
| d :: g :: file, (N n) :: q

-> aux (file @ [ Nwud(n,g,d) 1) q

| [ arbre 1,[ 1 -> arbre
| _ -> failwith "Description militaire incorrecte"

in

aux [ 1 (rev 1) ;;

Mais il est vrai que cela mériterait une gestion plus efficace des files

d’attentes. ..

N /
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Arbres de recherche

Soit E' un ensemble quelconque. On le munit d’une relation d’ordre total en

lui associant une valuation v : E — Z et en posant = < y <= v(x) < v(y).

On s’intéresse au probleme de la gestion d’une structure dynamique

permettant la recherche, I’ajout et la suppression d’un élément de E.

Une méthode naive consiste a utiliser une liste triée, pour lesquelles les
trois fonctions de base s’écrivent aisément. Mais chacune d’elles a un cout

en O(n) ou n est la taille courante de la structure.

Nous allons voir que la structure d’arbre binaire permet presque

d’améliorer grandement les performances. . .

N /
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let rec cherche v x =
| [ -> false
| t :: q => (t ==
let rec ajoute v x =
| 0 > [ x]
| t :: q > if t
else
else

let rec supprime v x

| [1 -> [

| t :: q > if ¢t
else
else

N

/Utilisation des listes triées

Nous écrivons facilement les trois fonctions souhaitées :

function

x) (cherche v x q) ;;

function

== x then t q

if (v t) < (v x) then t (ajoute v x q)

X 2t g ;s

= function

== x then q

if (v t) < (v x) then t (supprime v x q)
t i q ;s

32




/U tilisation des arbres binaires \

A une partie X de E, nous associons un arbre binaire de recherche
dont les feuilles sont les éléments de F et dont les nceuds sont des

entiers.

Un arbre binaire de recherche est ou bien une feuille ou bien un arbre
binaire (n, g,d) tel que pour toute feuille z € g on ait v(xz) < n et
pour toute feuille y € d on ait v(y) > n.

Ainsi chaque noeud de 'arbre permet, lors d’une recherche, de
s’orienter vers le fils gauche ou le fils droit.

On pourrait souhaiter que n = max,ecg v(x). On vérifiera attentivement que
cette condition est compatible avec les fonctions d’ajout et de recherche,

mais pas avec la suppression, a moins de la compliquer inutilement.

D’ailleurs imposer cette condition n’améliorerait pas les performances de la

Qrueture. /
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Recherche d’une clé

let cherche v x arbre =
let vx = v X
in
let rec aux = function
| Feuille y —-> x ==
| Neud(n,g,d) -> if vx <= n then aux g
else aux d
in

aux arbre ;;
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Ajout d’une clé (* programme faux *)

let ajout v x arbre =
let vx = v X
in
let rec aux = function
| Feuille y -> if x == y then Feuille y
else if vx <= v y then (* non si egalite *)
Neeud (vx, Feuille x, Feuille y)
else Neud(v y, Feuille y, Feuille x)
| Neud(n,g,d) -> if vx <= n then Neud(n, aux g, d)
else Neud(n, g, aux d)
in

aux arbre ;;
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Suppression d’une clé

let supprime v x arbre =
let vx = v x
in
let rec aux = function
| Feuille y -> if x == y then failwith "Arbre vide !"
else Feuille y
| Neud(n,Feuille y,d) when x ==y -> d
| Neud(n,g,Feuille y) when x ==y -> g
| Neud(n,g,d) -> if vx <= n then Neud(n,aux g,d)
else Neud(n,g,aux d)
in

aux arbre ;;
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Gn vérifie sans difficulté le : \

Théoreme 5 (Coiit des opérations sur les arbres de recherche)
Chacune des opérations (ajout, suppression ou recherche) sur un arbre binaire
de recherche de hauteur h est un O(h).

Or on peut démontrer le (tres difficile) :

Théoreme 6 (Hauteur moyenne des arbres de recherche — admis)

La hauteur moyenne d'un arbre de recherche de taille n est asymptotiquement
équivalente a clgn ol c =~ 4,31107... est la solution supérieure a 2 de
I'équation ¢ In(2e/c) = 1.

Remarque : on comparera avec la hauteur moyenne d’un arbre binaire de taille n,

qui, on le rappelle, est équivalente a 2+/mn.

Toutefois, il existe bien des facons de s’assurer qu’un arbre de recherche

reste équilibré, c’est-a-dire que sa hauteur soit un O(lgn).

KTOutes ces méthodes, bien que classiques, sont hors programme. /
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Arbres de recherche : informations aux noeuds

Dans le cas ou EF = Z, on peut poser v = Id. Dans ce cas, il n’est plus utile
de confiner les clés aux feuilles : les noeuds peuvent assurer les deux

fonctions de balise et de support de 'information.

On utilisera donc le type suivant :

type arbre_recherche_int = Vide
| Bifurcation of int * arbre_recherche_int * arbre_recherche_int ;;

La fonction de recherche d’une clé s’écrit donc maintenant :

let rec recherche x = function
| Vide -> false
| Bifurcation(n,g,d)
-> (n == x)
|| (x < n && (recherche x g))

| | recherche x d ;;

N /
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ﬁajout peut se faire comme précédemment, aux feuilles :
let rec ajout x = function
| Vide -> Bifurcation(x,Vide,Vide)
| Bifurcation(n,g,d)
-> if x < n then Bifurcation(n,ajout x g,d)
else if x > n then Bifurcation(n,g,ajout x d)
else Bifurcation(n,g,d) ;;
Mais on peut aussi procéder en ajoutant la nouvelle clé a la racine :

let rec ajout x arbre =
let rec partage = function
| Vide -> Vide,Vide
| Bifurcation(n,g,d)
-> if x == n then g,d
else if x < n then let g’,d’ = partage g
in
g’ ,Bifurcation(n,d’,d)
else let g’,d’ = partage d
in
Bifurcation(n,g,g’),d’
in
let g,d = partage arbre

in

\\\\¥ Bifurcation(x,g,d) ;;

39



4 )

La suppression d’une clé est plus délicate :

e Quand on supprime la clé 10,

on a le choix de la remplacer par

a @ la plus grande clé du sous-arbre

gauche (ici 8) ou par la plus

0 @ petite du sous-arbre droit

(ici 12; mais il faudra penser a

° e Q @ replacer la clé 13).

40



-~

On obtient le programme suivant :

let rec supprime x arbre =
let rec bonne_feuille = function
| Vide -> failwith "Pas de feuille du tout !"
| Bifurcation(n,g,Vide) -> n,g
| Bifurcation(n,g,d)
-> let x,d’ = bonne_feuille d
in
x,Bifurcation(n,g,d’)
in
match arbre with
| Vide -> Vide
Bifurcation(n,g,d) when n > x -> Bifurcation(n,supprime x g,d)

Bifurcation(n,g,d) when n < x -> Bifurcation(n,g,supprime x d)

|

|

| Bifurcation(n,g,Vide) -> g

| Bifurcation(n,Vide,d) -> d

| Bifurcation(n,g,d) -> let x,g’ = bonne_feuille g
in

Bifurcation(x,g’,d) ;;
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Tas et tri

Vocabulaire

Un arbre de priorité (on dit aussi arbre tournoi) est un arbre ou
I’information figure aux noeuds. En outre, on munit ’ensemble £ des
valeurs utiles d’une valuation v : ¥ — Z, et on garantit que la valuation
d’un noeud est supérieure aux valuations de tous ses noeuds-fils que ce soit

a gauche ou a droite. Il ne s’agit donc pas du tout d’un arbre de recherche.

Pour alléger les notations, on supposera dans la suite que E = Z, de sorte

qu’on n’a plus besoin de valuation v.
On utilisera donc le typage suivant :

type tournoi Neud of int * tournoi * tournoi

/




Gl tas est un arbre de hauteur h dont toutes les feuilles sont a profondeur h — N

ou h, les feuilles de profondeur h étant bien tassées sur la gauche, comme ici :

L’intérét de la structure apparait quand on numérote les nceuds dans ’ordre
militaire en commencant par 0 : on observe que les fils d’un nceud numeéro ¢ sont
numérotés 27 + 1 et 2¢ 4+ 2, et donc que le pere d’un noeud numéroté ¢ est

leéroté (¢ —1)/2] : un tableau permet donc de ranger la structure. /
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/Percolation \

Soit v un vecteur qui représente un tas. On suppose que les fils
gauche et droit de la racine sont des arbres tournois. Percoler v, c¢’est
faire descendre a sa place la racine, de sorte que le tas final soit

lui-méme un arbre tournoi.

L’idée est simple : tant que la clé se trouve dans une position ou I'un
de ses fils est plus grand qu’elle, on I’échange avec le plus grand de

ses fils et on recommence éventuellement.

La percolation tourne donc en O(h) ou h est la hauteur du tas. Mais

un tas est équilibré, donc il s’agit toujours d'un O(lgn).

Nous proposons ci-dessous deux versions de la percolation, une

récursive, I'autre itérative, puisque l'utilisation des vecteurs autorise

\équitter le monde purement fonctionnel. .. /
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////' let percolation_récursive tas =

let fils_gauche i = try tas.(2 * i + 1) with _ -> -1
and fils_droit i = try tas.(2 * i + 2) with _ -> -1

in
let rec percole_encore i =
let x,fg,fd = tas. (i), (fils_gauche i), (fils_droit i)

in
if x < fg && fg >= fd then
begin
échange i (2 * i + 1) ;
percole_encore (2 * i + 1)
end
else if x < fd && fd >= fg then
begin
échange i (2 * i + 2) ;
percole_encore (2 * i + 2)
end

in
percole_encore 0O ;

tas ;;

o

and échange i j = let a = tas.(i) in (tas.(i) <- tas.(j) ; tas.(j) <- a)

~
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let percolation_itérative tas =
let n = vect_length tas
and x = tas. (0)
and ix = ref O

and fils_gauche i = try tas.(2 * i + 1) with _ -> -1

and fils_droit i = try tas.(2 * i + 2) with _ -> -1
in
while fils_gauche !ix > x || fils_droit !ix > x do
if fils_gauche !ix > fils_droit !ix then
begin
tas.('ix) <- tas.(2 * lix + 1) ;
ix := 2 % lix + 1
end
else
begin
tas.(!'ix) <- tas.(2 * lix + 2) ;
ix = 2 % lix + 2
end
done ;

tas.('ix) <- x ;

tas ;;
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A Paide de cette fonction de percolation (en fait un peu modifiée afin
qu’elle ne s’applique qu’a un sous-arbre de ’arbre complet), on peut
écrire la fonction réorganise qui a partir d’un vecteur quelconque

renvoie un vecteur représentant un tas.

Les éléments qui figurent les feuilles (c’est-a-dire numérotés de

n— |n/2| an—1oun est la taille du vecteur) n’ont évidemment pas
besoin d’étre percolés. En revanche, il faut percoler tous les autres,
en partant du bas, c’est-a-dire a rebours de la numérotation.

L’algorithme de réorganisation percole O(n/2) nceuds, a un cout
unitaire majoré par un O(lgn). Il tourne donc finalement a coup str

en O(nlgn).

N /
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let

let

percolation tas i j =

let x = tas. (i)

and ix = ref i

and fils_gauche i = if 2 * i + 1 < j then tas.(2 * i + 1) else -1
and fils_droit i = if 2 * i + 2 < j then tas.(2 * i + 2) else -1
in

while fils_gauche !ix > x || fils_droit !ix > x do

if fils_gauche !ix > fils_droit !ix then

begin tas.(!ix) <- tas.(2 * !ix + 1) ; ix := 2 % !lix + 1 end
else

begin tas.(!ix) <- tas.(2 * !ix + 2) ; ix :

2 *x lix + 2 end
done ;

tas.('ix) <- x ;

tas ;;

réorganise tas =

let n = vect_length tas

in

for i = (n - n/2 - 1) downto O do percolation tas i n done ;
tas ;;

/
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/Le tri-tas \

Nous disposons maintenant de tout ce qui nous est utile pour réaliser un tri,
appelé tri-tas, ou, en anglais, heap sort : étant donné un vecteur, on commence
par le réorganiser ; le maximum est alors a la racine, et on le met a sa place, en
I’échangeant avec le dernier élément du vecteur. Il faut alors percoler la nouvelle
racine, et recommencer ainsi jusqu’a ce qu’on ait extrait successivement n — 1

maximums.

let tri_par_tas tas =
let n = vect_length tas
and échange p q = let a = tas.(p)
in ( tas.(p) <- tas.(q) ; tas.(q) <- a )

in
réorganise tas ;
for i = n - 1 downto 1 do

échange 0 1 ;

percolation tas O i

done ;

N /
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Rappelons que la réorganisation coute O(nlgn) et que chaque

percolation cotite O(lgn).

Théoreme 7 (Performance du heap-sort)
Le tri par tas d'un vecteur de taille n a un coiit en O(nlgn).

Finalement notre tri par tas est un excellent algorithme de tri sur les
vecteurs : le détour par les arbres a permis d’écrire un programme
qui serait incompréhensible sans cette interprétation, mais qui n’est

pas difficile quand on a la clé.

N /
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Arbres n-aires

Il s’agit d’une généralisation des arbres binaires.

Un arbre général (ou arbre n-aire) sur un ensemble X de valeurs est un
couple (z, (a1,...,ax)) ou x € X, k est un entier éventuellement nul et

chaque a; est un arbre général sur X.
Le typage CAML correspondant est :
type ’a arbre = Pére of ’a * ’a arbre list ;;
L’analogue d’une feuille est donc ici un nceud muni d’une liste vide de fils.

On définit de fagon analogue les squelettes (d’arbres) générauxr qu’on type
ainsi :

type squelette = Joint of squelette list ;;

N /
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de squelette général, puisqu’on n’a plus de notion de gauche et
droite : quand il y a un seul fils a un nceud, on ne dit pas qu’il est
gauche ni droit. Ainsi les deux squelettes binaires suivants
correspondent au méme squelette général.

On définit la profondeur et la taille d’un squelette ou d’un arbre
général d’une facon analogue a ce qu’on a pu faire dans le cas des
squelettes binaires.

On trouvera ci-dessous un schéma d’un squelette général, de

\profondeur 3 et de taille 12.

/Toutefois, un squelette binaire n’est pas tout a fait un cas particulier\

/
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Voici comment programmer la taille et la profondeur d’un squelette
général :

let rec it_list f x = function (x fonction standard Caml *)

| [ ->x
| t :: q -> it_list £ (f x t) q ;;

let rec taille = function
| Joint fils -> it_list (fun n a -> n + (taille a)) 1 fils ;;

let rec profondeur = function
| Joint fils -> it_list (fun p a -> max p (profondeur a))
(-1)
fils

+ 1353
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Dénombrement

Soit GG, le nombre de squelettes généraux de taille n, et soit

G(z) = ), oy Gn2" la série génératrice associée.
120 k1+4+---+k;=n

G(2)=2(1+G(2)+G()*+G()°+--) = =Gy

2
des nombres de Catalan s’écrit C( ) = =122 donc G(z) = 2C(z), ce

qui se traduit par le :

L : 1
Le nombre (G,, de squelettes généraux de taille n vaut C,,—1 = —

Théoréeme 8 (Dénombrement des squelettes généraux) _—
n J—
n ( n—1 )

OnaGo=0,Gy=1et,pourn >0:Gpnt1 = > > G, G, - .. G,

On peut traduire cette relation de récurrence sur la fonction génératrice :

On en déduit : G(2) = *=V2=%% or on se rappelle que la série génératrice

~

K

/
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On peut d’ailleurs exhiber une bijection entre les ensembles des squelettes
binaires de taille n 4+ 1 et des squelettes généraux de taille n, qu’on peut

méme programmer en CAML.

let rec bin_de_gnal = function
| Joint [] -> Vide
| Joint (t :: Qq)
-> Jointure (bin_de_gnal t,bin_de_gnal (Joint q)) ;;

let rec gnal_de_bin = function
| Vide -> Joint []
| Jointure(g,d)
-> let (Joint 1) = gnal_de_bin d
in
Joint ((gnal_de_bin g) :: 1) ;;
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Parcours d’un arbre général

On définit bien sir de facon analogue a ce qu’on a fait pour les arbres
binaires les parcours militaire, préfixe et suffixe d’un arbre (ou d’un
squelette) général. En revanche, bien entendu, il n’y a plus de

parcours infixe !

Par exemple :

let rec parcours_préfixe f = function
| Pére(x,fils) -> f x ;

do_list parcours_préfixe f fils ;;

N /
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et, de méme :

let parcours_militaire f a =
let rec aux = function
I -> 0
| Péere(x,fils) :: q —> f x ;
aux (q @ fils)
in

aux [ a ] ;;
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En revanche, si on veut par exemple écrire la reconstitution d’un
arbre général a partir de son parcours préfixe, le nombre variable de
fils pour chaque noeud interdit un simple décalquage de la fonction

qu’on avait écrite pour les arbres binaires.

On écrira le type d’un parcours d’un arbre du type ’a arbre ainsi :

type ’a parcours == ’a list ;; tout simplement.

En revanche on suppose connue une fonction arité : ’a -> int qui

fournisse le nombre (éventuellement nul) de fils de chaque noeud.

On peut alors écrire la fonction souhaitée

reconstitue_préfixe : (’a -> int) -> ’a parcours -> ’a arbre

N /

59




//;;t reconstitue_préfixe arité parcours =
let rec aux = function
| [ -> failwith "Erreur de syntaxe"
| x :: g -> let n = arité x
in
let fils, reste = cherche n q
in
Pére(x,fils), q
and cherche n parcours = match n with
| 0 -> [1, parcours
| _ -> let fils, reste = aux parcours
in
let autres_fils, autre_reste = cherche (n-1) reste
in
(fils :: autres_fils), autre_reste
in
match aux parcours with
| a,[] -> a

| failwith "Erreur de syntaxe" ;;

o
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La reconstitution a partir du parcours suffixe est encore plus
compliquée a écrire :
let reconstitue_suffixe arité parcours =
let rec aux pile parcours = match (pile,parcours) with
| (Lal, [1)-> a
| (_,[]) -> failwith "Erreur de syntaxe"
| (pile, x :: q) —-> let fils, pile’ = dépile (arité x) pile []
in
aux (Pére(x,fils) :: pile’) q
and dépile n pile fils = match n with
| 0 -> fils,pile
| _ -> match pile with
| [ -> failwith "Erreur de syntaxe"
| £ :: p -> dépile (n-1) p (£ :: fils)
in

aux [] parcours ;;

N /
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/Arbres et expressions \

Syntaxe abstraite

L’ensemble £ des expressions arithmétiques se définit de facon
récursive.

On considere un ensemble C de constantes, un ensemble V' de
variables, un ensemble fini O d’opérateurs binaires et un ensemble
fini F d’opérateurs unaires ou fonctions. Par exemple : C = R,

V — {33173327 .. -}7 O — {_|_7 ) ><7 /} et F — {Sin7 COS’ tan’ \/7 ln}

Alors toute constante est une expression, toute variable est une
expression, et, sic € O et f € F et e1 et e5 sont deux expressions,
(e1 cez) et (fer) sont des expressions.

En pratique, les regles usuelles de priorité entre opérateurs et
Qassociativité permettent de réduire le nombre de parentheses utiles./
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Ainsi, on écrira sin(7/4) + 3 X cos(2 x 7/5) et non pas
((sin(m/4)) + (3 x (cos(2 x (7/5))))).

La grammoaire des expressions peut donc étre écrite ainsi :
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Syntaxe concrete : arbres d’expression

On associe naturellement a une expression arithmétique un arbre
général : aux variables et constantes correspondent les feuilles de
I’arbre, aux opérateurs binaires des nocuds binaires, et aux fonctions

des noeuds unaires.

Par exemple, voici page suivante ’arbre de 1’expression

sin(mw/4) + 3 x cos(2 x 7/5).

N /
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/Syntaxe concrete : Caml \

Le typage CAML correspondant est immédiat :
type (’c,’v,’0,’f) expr =

Constante of ’c

|

| Variable of ’v

| Terme2 of (’c,’v,’0,’f) expr * 0o * (’c,’v,’0,’f) expr
|

Termel of ’f * (’c,’v,’0,’f) expr ;;
mais comme en pratique nos opérateurs binaires sont tous associatifs a
gauche, on préferera :

type (’c,’v,’0,’f) expression =

Constante of ’c

|

| Variable of ’v

| Terme of ’o0 * (’c,’v,’0,’f) expression list
|

Applique of ’f * (’c,’v,’0,’f) expression ;;
et par exemple on définira

type fonction = Sin | Cos | Tan | Sqrt | Ln ;;

\\\\¥ type expr == (float,string,char,fonction) expression ;; ‘///
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On a choisi de représenter les variables par leurs noms, qui sont des
chaines de caracteres; et les opérateurs binaires par leur symbole, qui

est un caractere.

On représentera par exemple l'expression 1.3 + /2 + z par :

~

let exemple = Terme(‘+‘, [Constante 1.3 ;
Applique(Sqrt,Constante 2.0) ;

Variable "x"]) ;;

/
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Sémantique des expressions

Notion de contexte Un contexte (d’évaluation) est simplement
une application ¢ de V, ’ensemble des variables, dans C, I’ensemble
des valeurs. Cependant on notera [p] v au lieu de p(v), ce qui se
justifiera bientot.

En CAML, un contexte est souvent représenté par une liste de couples
(v, ¢) variable-valeur, c’est-a-dire une liste associative de type
(v * ’c) list et on écrira souvent un contexte sous cette forme :

[(v1,¢1); (v2,¢2);...]v = ¢ dés que v = vy

Dans la suite, ’ensemble des contextes est (naturellement) noté CV.

N /
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A tout opérateur binaire o on associe son interprétation 0 :C x C — C et,

de méme, a toute fonction f on associe son interprétation f :C — C.
Ainsi au symbole sin on associe son interprétation : le sinus, etc.

On définit alors une sémantique en introduisant la fonction d’évaluation

définie sur C¥ x & de la facon suivante :
— [p] ¢ = ¢ pour tout contexte ¢ et toute constante c;

— [p] v = p(v) pour tout contexte @ et toute variable v ;

— [¢] (e1 0e2) = o([p] e1, [¢] €2), pour tout contexte p, toutes expressions

e1 et ez, et tout opérateur o d’interprétation o;

— [¢] (fe) = f([¢]e), pour tout contexte ¢, toute expression e et toute

fonction f d’interprétation f

N /
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///Z;;_tradlﬂt ceci immédiatement en CAML :

let rec assoc v = function
| [J -> failwith "Contexte incomplet"
| (w,x) :: q when w = v -> X

| _ :: q -> assoc v q

and compose f (t :: q) = match q with
| [1 >t
| > :: g’ -> compose f ((f t t’) :: q) ;;

let rec eval contexte = function
| Constante x -> x

Variable v -> assoc v contexte

Terme(‘-¢,1) -> compose (fun

Terme(‘/¢,1) -> compose (fun

Applique(f,e) -> let x = eval contexte e in match f with

\\\\¥ | Sqrt -> sqrt x | Ln -> log x ;;

Terme(‘+¢,1) -> compose (fun x y -> x +. y) (map (eval contexte) 1)
y -> x —-. y) (map (eval contexte) 1)

|

|

| X

| Terme(‘*¢,1) -> compose (fun x y -> x *. y) (map (eval contexte) 1)
| xy ->x/.y) (map (eval contexte) 1)
|

| Sin -> sin x | Cos -> cos x | Tan -> tan X

/
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On laisse en exercice au lecteur 1’écriture d’une fonction

dérive : expr -> string -> expr
Ce n’est pas tres compliqué, et méme plutoét amusant !

La ou cela se compliquerait, c’est si ’on demandait d’écrire une
fonction de simplification des expressions, probleme difficile qui

dépasse tres largement le cadre et les ambitions de ce cours.

N
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