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Introduction

Différences Finis
Inconvénient

Calcul scientifique

Simulation des Phénoménes Physiques
19me siécle, les expériences et les solutions

20me siécle, la méthode de Rayleigh-Ritz

o
o
o
@ De nos jours : Approche numérique
@ Méthode des éléments Fini

o

Méthode des volumes Fini
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Introduction

Différences Finis

Inconvénient

u(0) =u(1) =0,

On discritise l'intervalle [0, 1] en posant :

{ —A(u) = —u"(x) = f(x), x€]0,1[;

h:%, xi=(—1)xhi=1,2,... M+ 1 par 'approximation

' (x) = fx+h) - 2’;52)() IXED 6 obtient le probléme appro

h2

{ L Uipr — 20+ Uiq
Uy = Uy =0,

Soit alors AU = B avec
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Introduction

Différences Finis

Inconvénient

U4 1

Um

nber Ahmed LAMAI Laboratoire de Mathématiques Appliquér  Méthode des éléments Finis



Introduction

Différences Finis

Inconvénient

Inconvénients

La méthode n’est pas modulaire
Si on change les conditions aux bord la matrice change. La progr:
matrice est a refaire.

{ —A(u) = —u"(x) = f(x), x€]0,1[;
u'(0) =u(1) =0,
La matrice devient

2 -2

1 2 -1
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Introduction

Différences Finis
Inconvénient

Géométrie du domaine

Géométrie du domaine
—A(u) =f(x), xeQ;
u(x) =0, xel;
Xi=(i—1)«hi=1...M+1
yj:(j—1)*k,j:1,...N+1

uij = u(x;, X;)
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Quelques Modéle Physiques : Solutions Numériques Gfrem

Quelques Modéle Physiques : Solutions Numériques

Membranes
Une membrane élastique Q2 est collée sur un support plan rigide I
presse sur chaque élément de surface dx = dx;dx». Le déplacem
membrane, ¢(x), est solution de I'équation de Laplace :

—A¢p ="f dansQ
Comme la membrane est collée sur son support plan on a :
o\[=0

C’est le probleme de Dirichlet homogéne pour I'opérateur de Lapl:
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Quelques Modéle Physiques : Solutions Numériques Gfrem

Acoustique

Acoustique :
Les variations de pression dans 'air au repos sont régies par I'équ
Pu
— —CAu=f
02t
Lorsque I'onde solution est monochromique
u est de la forme u(x, t) = v(x)e avec v solution de I'’équation d

K2v+ PAv="f, xeQ;
ou

9u_ r
57 ~ 0 (x,y) €
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Quelques Modéle Physiques : Solutions Numériques Gfrem

Equations de Navier-Stokes

Equations de Navier-Stokes
Un fluide visqueux incompressible vérifie :

ohu+uNVu+Vp—vAu=0,Vu=0 (x,t)e
U\t=0 = uP
u\l'=ur

Dans le cas des écoulements a faible nombre de Reynolds (micro
exemple)l'’équation devient :
—Au+Vp=0,
{ Vu=0
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Quelques Modéle Physiques : Solutions Numériques Gfrem
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Eléments Finis

Eléments Finis

c’est un triplet (IC, P, L) avec :
@ K c RN un domaine connexe avec bord régulier.
@ P espace de dimension k de fonctions de K dans R (Fonctio
@ L={Ly,...,Lx} base de P* (Ensemble de degré de libert
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Eléments Finis

Eléments Finis de Lagrange

Eléments Finis triangulaires
Soit K = Z; 2,23 un triangle de R?.

P = Rg[x, y] on a dim(Px) = (k+1)2(k+2)

Pourk=1L= {£1,§2,£3}
Avec Li(P) = P(z;) (ElIéments Finis de Lagrange )

Nf(x,y) = 1- m[(}’is = Yin)(x = Xi1) = (Xiz — Xi1)(y — ¥,
(Viz — ¥it)(X = Xi1) + (Xi2 = Xi1 )(y — yin)]
N5 (x,y) = 231-:6(,()[(}’/'3 = Yi)(X = Xit)—
) (xi3 . Xit)(y — yi)l

A - X — — . . X X:
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Maillage ou Triangulation
Détermination Pratique du maillage

Maillage

On suppose que Q est un ouvert "a frontiére polyédrique”.
Soit T, ={Kj,i=1...m, avec K; triangle },
h = max h; avec h;= diamétre du triangle.

]

On dira que Ty, est une triangulation de Q2 si et seulement si :
® 1)KZNK> =0 pouri#j
@ 2) K; N K; est soit 'ensemble () soit une arréte ou un sommet.

03)6}(,-:9

i=1
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Maillage ou Triangulation
Détermination Pratique du maillage

Le maillage d’'un domaine dépend de la géométrie du domaine. Si
simple on peut la construire facilement a partir d’'un programme q

ci-dessous. Si la géométrie est complexe, on peut utiliser des logit
Modulef,. . .).
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Maillage ou Triangulation

Détermination Pratique du maillage

Le maillage d’'un domaine consiste a determiner les tableaux suiv:
@ coordonnés.dat : ce tableau a trois colonnes est formé ainsi
e la colonne 1 contient les numéro des noeuds
e la colonne 2 contient les abscisses des noeuds
@ la colonne 2 contient les ordonnés des noeuds
@ élément.dat : ce tableau a quatre colonnes est formé ainsi :
e la colonne 1 contient les numéro des triangles
@ les colonnes 2,3 et 4 contiennent les numéros des noeuds d
© bord.dat : ce tableau a une colonnes est formé par les numé
bord.
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Maillage ou Triangulation
Détermination Pratique du maillage
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Théoreme de Lax-Milgram

Théoreme de Lax-Milgram

Soit H un Hilbert, V un hilbert V — H.
V' I'espace des formes linéaires continue sur V.
si Q est un ouvert de R" et sion prend H = H'(Q) et V = H}(Q) 2

On dit qu’une forme sésquilinéaire a sur V' est coercive sur V si :

Jc > 0 tel queYu € V |a(u, u)| > cl|u|?,

On défint I'opérateur :
AV —V
u — Au
avec : < Au,v >= a(u, v)
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Théoreme de Lax-Milgram

Théoreme de Lax-Milgram

Si est a est coercive sur V alors 'opérateur A qui lui est associé
est un isomorphisme de V sur V'
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Existence et unicité de la solution : Dirichlet

Probleme de Dirichlet

f(x), xe;

{ —A(u)
alx,y, (x,y) €09

u(x,y)
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Formulation Variationnelle

Formulation Variationnelle

On multiplie par une fonction test v : Q — R puis on intégre sur Q
| ~Awvix )iy — / f(x,y)v(x, y)dxdy
On appligue Green-Rieman on obtlent
Vu(x y)Vv(x,y)dxdy — / o)do = / f(x,y)v(x,y)
le deUX|eme terme est nulle si v HO(Q)
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Formulation Variationnelle du Probleme de Dirichlet

Trouver u e H'(Q) telle que u(x,y) = g(x,y,

FVD: / Vu(x, y)Vv(x, y)dxdy = / f(x. y)v(x, y)dxdy
Q Q
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Formulation Variationnelle Approchée

Formulation Variationnelle Approc

On munie Q d’une triangulation Voir 4.1.
On construit I'espace d’approximation :

Vh:{VhGC( ) Vh/K€P1}

On démontre les résultats suivant :

@ V| est un espace vectoriel de dimension fini en outre
dim(V}') = n : nombre du noeud du maillage.

Q (®))1<i<n base canon/que de V! vérifie :
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Formulation Approchée

Le Probleme Approché devient :

Trouver up € V! telle que un(x,y) = g(x,y) 0O

Q Q

Pour z; € 0Q alors up(z;) = g(z;) est connue.
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

La (FVA) < :

Trouver up € V) telle que un(x,y) = g(x,y,

FVAD
/Q VUn(X, y)Vb;(x, y)dxdy — /Q F(x, y);(x. y)axaly.

On va définir deux ensembles d’indices :
Jo={je[1: M]telque ,z c 00N}
J = setdiff(1 : M, Jp)
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée
Résolution Numérique du PVAD

Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Résolution Numérique du PVAD

up € V; donc up(x,y) = Zaﬁb (X, 9) =D op®(x,y)+ > _ o

JED jed
probléeme PVAD revient donc a trouver (o)1<j<m tel que
o = g9(2), J€ db
> / Voi(x, y)Voi(x, y)ajdxdy
jed 72

/fx y)®i(x, y)dxdy—
—Z/ 9(z))Vo(x,y)V;

GJ()
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Discritisation du PVA

On pose A = (a;)1<ij<m avec a;; = /QVd)j(x,y)VCD,-(x,y)dx

A :— Matrice de rigidité
b= (b)r<ijcm avee by = [ Flx.)i(x.y)ddy ot G = (G()r<y
G(Jj) = 9(z) sij € Jp et 0 sinon.

Systeme Linéaire

Le probléme revient donc a trouver o € RM tel que :
aj =9(z) sijc JetAlJ,J)a(J) =B(J)-AG

- Kanber Ahmed LAMAI Laboratoire de Mathématiques Appliquéi  Méthode des éléments Finis



Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Procédé d’assemblage

Comment calculer a;j?

ai,j_/QVq’j(X?}’)V%(X,y)dxdy—

N
> / Voi(X, y)Voi(x, y)dxdy
k=1" Kk

Comment calculer b;?

N
bi = /Q (X, y)®i(x, y)axdy = > /K (%, )®i(x, y)axdy
k=1""k
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Contributions des K;

Ona:
/K Vaby(x, y) Vby(x, y)dxdly = /K (/i) (X, ¥)V (/1) (X. )

Or &/, = Nk et /i, = Ni¥, kI, kme 1,2,3 et
i/, =0sii¢ TX« — numéro des noeud du triangle Kj.
Enrésuméona:
Sii,je T, Alors aj; — / V(NSYT (NS ) dxaly
Kk

On a de méme :
Siie T Alors b = / Nk f(x, y)dxdy

k
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Matrices élémentaires

On définit ainsi les matrices élémentaires :
K K
E" = (E/m)1<im<3

et
FX = (F[)1<i<3

par:
Effy = [ VN (N oy
K

FK = / NEf(x, y)dxdy
K
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Pour le calcul des intégrales, on I'approximation la formule de qua
Gauss-Legendre :

[ [ rxpaay = 22wz + 7+ 7
K

3
1 X w
z; sont les milieus des sommets et aire(K) = | 1 X2 y»
1 X3 )3
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

Assemlage

Assemblage

Début  Pour i =1 a nbr des éléments Faire
T = element(i,1);
ex = coord(T,1);
ey = coord(T,2);
Ke = matelt(ey, ey);
Fe = secmebre(ey, ey) ;
AT, T)=A(T,T)+ Ke;
B(T) = B(T) + Fe;
FinPour
Fin.
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Formulation Variationnelle
Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

On TP on a va résoudre le probleme de Dirichlet généralisé suivai

SR ) = S oalx, ) 9) = Fx.y)

y
u(o) = 9(0),
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Formulation Variationnelle

Formulation Variatinnelle Approchée

Résolution Numérique du PVAD
Probleme de Dirichlet Procédé d’assemblage

- Kanber Ahmed LAMAI Laboratoire de Mathématiques Appliquéi  Méthode des éléments Finis



Probléme de Newman

Probleme de Newman

ou
aTA(") = g(o),

Avec aav désigne la dérivée conormale de u par rapport a 'opér:
A
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Probléme de Newman

Formulation Approchée

On démontre de méme que le probleme revient a : trouver (o;)1<;

(3 [ alx.y)oyx.)9i(x )yl

jed

/ f(x,y)®i(x,y)dxdy—

—Z/m ) i(x, )y
ox

I 5 8

- Z /Q 0287y¢j(x7y)@¢i(xvy)
J€D
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Existence et unicité de la solution
Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Probléme de Robin

YU, Y) = (01 (69 5 (00Y) = 5 (oal ) (0,8) =
u(x,y) = 9(x, ),

au(x.y) + Bor(a) g m(0) + 52(o) 5 melo) = hix.y)
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Existence et unicité de la solution
Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Probléme de Robin

Lespace est V = {v € H'(w), tel que v =0 sur T1}. Lopérateur

A:VxV-—R

ouov ouov
U |74 —
(u,v) /auv+/a18x6x 8y8y+/

La forme linéaire :
L:V—R ]
vV / fv + —hv
Q r B
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Existence et unicité de la solution
Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Le théoréme de Lax-Milgram nous assure l'existence et 'unicité d
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Existence et unicité de la solution
Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Résolution Numérique du PVAD

Onpose Jy = {j € [1 : M] tel que ,z; € T'1},J = setdiff(1 : M, Jy).
M

Y) = aidi(x,y) =D ajdi(x,y) + > a;j®(x, y). Laréso
j= JED jed
PVAD revient donc a trouver (o;)1<j<um tel que :

Qj = g(Z/), jE JO
Z a; jo = b,'
jed
00; 00, 9P; v / a
M2

= d;0; T — —;0;
aj | /Qa(x,y) i®Pj+ J1 Ix Ox +028¢j8y+ 3 iPj
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Existence et unicité de la solution

Résolution Numérique du PVAD

Probléme de Robin

Merci de votre attention
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