
E est isomorphe à E∗ (ont m̂ dimension)
Base duale : (e∗i )1≤i≤n tq e∗i (e j) = δi j f ∗ =

∑n
i=1 f ∗(ei)e∗i

Une base duale de E∗ est la base duale d’une unique base de E
→ si on trouve (ei) et (e∗i ) tq e∗i (e j) = δi j alors (ei) est une base de E de base duale (e∗i )

Les polyn̂ interpolateurs de Lagrange (W j)0≤ j≤n sont une base de Kn[X] et (ϕ∗i : P 7→ P(ai)) la base duale associée

∀ϕ ∈ E∗,∃!a ∈ E,∀x ∈ E, ϕ(x) = <a|x> ∀M ∈ M∗
n,∃!A ∈ Mn, ϕ(M) = tr(AM)

démo : mq φ :Mn →M∗
n / A 7→ [M 7→ tr(AM)] est injective

Orthogonal : ∀A ∈ P(E), A⊥ = { f ∗ ∈ E∗ / ∀x ∈ A, f ∗(x) = 0} ∀B ∈ P(E∗), B◦ = {x ∈ E / ∀ f ∗ ∈ B, f ∗(x) = 0}
ce sont des ss- de E

F ⊂ (F⊥)◦ (égalité ssi F ss-) F = ((F⊥)◦)⊥ (F +G)⊥ = F⊥ ∩G⊥

F⊥ +G⊥ ⊂ (F ∩G)⊥ (= ssi F et G ss-) (et vice versa...) F ⊂ G ⇒ G⊥ ⊂ F⊥

(Kerϕ)⊥ = Vectϕ
Si F ss- de E de dim n alors dim F⊥ = n − dim F et dim G◦ = n − dim E

démo : prendre une base de E∗ et mq F⊥ ⊕ F∗ = E
donc F 7→ F⊥ est bijective de réciproque G 7→ G◦

Si F et G ss- alors F = G ⇔ F⊥ = G⊥

Vect(ei) = E ⇔ Vect(ei)⊥ = {0} (= E⊥)
Vect(ϕi)◦ = (

∑

Vect(ϕi))◦ =
⋂

Vect(ϕi)◦ =
⋂

Ker(ϕi)

Intersection d’hyperplans : dim
⋂

1≤s≤t Hs ≥ n − t (égalité ssi ( f ∗s )1≤s≤t libre)
Si f ∗(x) = 0 est l’éq d’un hyperplan, tt les autres éq st de la forme λ f ∗(x) = 0 (λ , 0)

démo : si H = Kerϕ = Kerψ mq λ = ϕ(x)
ψ(x) convient avec x ds E 	 H

(e1, . . . , en) base de E ⇔ f ∗ 7→ ( f ∗(es)1≤s≤n) isomorphisme d’ entre E∗ et Kn

Transposée de f ∈ L(E, F) : l’unique t f ∈ L(F∗, E∗) tq : ∀ψ ∈ F∗, t f (ψ) = ψ ◦ f
∀ψ ∈ F∗,∀x ∈ E, <t f (ψ)|x> = <ψ| f (x)>

rg f = rg t f Ker t f = (Im f )⊥ Im t f = (Ker f )⊥ t(g ◦ f ) = t f ◦ tg
F stable par f ⇔ F⊥ stable par t f

Tt hyperplan H deMn(R) contient une matrice inversible
démo : ∃ϕ,H = Kerϕ, puis ∃A, ϕ : M 7→ tr(AM), puis A ∼ Jr
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