Corrigé de I’épreuve Mathématiques, X/ENS 2023, filiére PSI.
Laurent Bonavero - Lycée Champollion (Grenoble)

Avertissements : ceci n'est pas LE corrigé mais UN corrigé.
Il y a dans tous mes corrigés des erreurs potentielles ou des choses qui ne sembleront pas claires...me
contacter le cas échéant !

Commentaire personnel (qui par définition n’engage que moi) : aprés un sujet 2022 catastrophique, le sujet
2023 est nettement plus satisfaisant sur le fond. En revanche, il contient de trop nombreuses omissions,
coquilles et maladresses (que certains qualifieront méme d’erreurs d’énoncé) qui témoignent d’un grand
manque de soin dans sa relecture finale. J’en ai listé quelques unes au fil du corrigé mais la liste n’est pas
exhaustive. On est encore trés loin de la qualité de sujet attendue pour un concours de ce niveau.

Partie I : Convexité et points selles
(1) (a) Soient z,y € C, t € [0,1]. On a par convexité de f et g :
(f +9)((1 = t)z +ty) F(L =tz +ty) + 9((1 - t)z + ty)
(L=t)f(z) +tf(y) + (1 = t)g(x) + tg(y)

) +
(I =t)(f(2) +g(@)) +t(f(y) + 9(y))
= (1= +9)(x)+t(f+9)(y)

Ceci montre que ‘ f + g est convexe ‘

A

Si I’on suppose par exemple de plus que g est strictement convexe, que x # y et t €]0,1[, on a

(f +9)((1 =)z +ty) F((A =tz +ty) + g((1 — )z + ty)

(I =t)f(x) +tf(y) + (1 = t)g(x) + tg(y)
(I =t)(f(x) + g(x) +t(f(y) + 9(v))

(I =t)(f +9)(z) +t(f +9)(y)

donc ’ f =+ g est strictement convexe ‘

A

(b) Supposons par 'absurde que le minimum de f sur C soit atteint en deux points z # y. Notons
m = f(z) = f(y). On a alors par stricte convexité de f :

m < f((z+y)/2) < (f(z) + f(y))/2=m

ce qui donne la contradiction.

Ainsi, ‘1e minimum de f sur C, s’il existe, est atteint en au plus un point ‘

(2) L’énoncé est regrettablement imprécis ici : il n’est pas précisé que le produit scalaire considéré est
le produit scalaire canonique sur R™ et R™.

(a) On a

(Az,V)pm = (Az)Tv = 2T ATy = 2T (ATV) = (x, ATV)gn |

(b) Il est maladroit d’utiliser la notation E ici alors que E est un espace vectoriel fizé au début
de la partie 1.
Soient € ker(A) et y € Im(AT). Il existe v € R™ tel que y = ATv et on a alors

w = (2, ATV)pn = (A =
<I,y>]R <93, >R ( < x V> g;eker(A)O

ce qui montre que = € (Im(A”T))L et donc que ‘ ker(A) C (Im(AT))~+ ‘
(¢) On a al'aide de ce qui précede :

dimker(A) < dim(Im(A”))* = n — dim Im(AT).

Comme le rang de A est égal a celui de AT, on a a 'aide du théoréme du rang appliqué a A
dim(Im(AT))* = n — dimIm(AT) == n — dimIm(A) = dimker(A).
Ainsi,
ker(A) € (Im(AT))* et dimker(A) = dim(Im(AT))+



donc

ker(A) = (Im(AT))* |

(3) L’énoncé est légérement imprécis ici : on imagine que comme dans la question (2), A € M,, ,(R).

(a)

Soit u € ker(A). Pour tout ¢ suffisamment petit, on a z = z, + tu € V}, donc
h(zy + tu) > h(z,).
D’aprés la formule de Taylor-Young & 'ordre 1, on a
h(zy) + t(Vh(z,), u)rn + o(t) > h(z).

En divisant par ¢ pour ¢ > 0 puis en faisant tendre vers 0, il vient (Vh(z.),u
En divisant par ¢ pour ¢ < 0 puis en faisant tendre vers 0, il vient (Vh(x,),u
Et donc

= =
3
\Y
=)

\ (Vh(zs), u)gs =0 \

On vient de montrer que

Vh(z,) € (ker(A))~* o ((Im(AT))*)

°)

* = (A7)

donc il existe v, € R™ tel que ‘ Vh(z,) = ATv, |
On a

L(z,v) = h(z) — (ATv,2)gn — (v, D)gom.
Donc,
oL oh
90, ") = B,
Au point (2, vy), il vient
oL

R — _ AT =
o (@) = (Vhia) = AT = 0]

(@) = (ATv)i = (Vh(2))r — (ATv);.

Comme z, € Vj, la fonction v — L(z.,v) est constante égale & h(z.) sur R™. On a en
particulier, mais la formulation de ’énoncé est un peu ridicule,

’VV €R™, L(zx,v) < L(zs, vs) |

Pour l'autre inégalité, on remarque que la fonction
¢ 1z L(x,v.) = h(z) — Vs, Az + b)gm

est convexe sur U comme somme de deux fonctions convexes (la deuxiéme est affine !) et
d’apreés (c¢) posséde un point critique en .

Montrons que ce point critique est un minimum global de ¢ sur U. Soit z € U fixé quelconque
et soit f :t+ p((1 —t)z, +tx). La fonction f est de classe C! sur un intervalle de la forme
] —e,1+ €] pour £ > 0 suffisamment petit, est convexe (car ¢ l'est) et est de dérivée nulle en
t = 0 par dérivation de fonctions composées et utilisation de (c) :

F'(#) = (Ve((1 - t)zs +tz),z — 2. )r» donc f'(0) = (Vip(z., z — T ) = 0.
Le graphe de f étant situé au-dessus de ses tangentes, on a en particulier
f(1) = f(0) + 1 x f'(0) = £(0)

et donc

‘Vx €U, L(z,vs) > L(zy, vs) |

Partie IT : Entropie et codage

Pourquoi noter log ce que tout le monde ou presque en mathématiques note In 22

(4)

(a)

Par croissances comparées, | ¢(0) =1 |



(b) La fonction ¢ est de classe C? sur R** et

1
Vz >0, ¢'(z) = log(z) et ¢"(z) = = > 0.
T

On en déduit que‘  est strictement convexe |, posséde un unique minimum en z = 1 et comme

p(1) =0, onabien‘cpzOsur]RJr et ga(a:):()@x:l‘.
(c) La convexité de @, est immédiate en revenant & la définition.
La stricte convexité et la positivité de ¢ — KL(q, ¢') découlent de celles de ¢ et de la stricte
positivité des ¢'.
Enfin,

KL(q,¢) =0& Ve e x, p(¢:/¢,.)0, =0 Ve e x, ¢z/d, =1 q={¢.

(5) (a) Supposons par I'absurde que ¢(z) = é(y). Comme ¢(x); = ¢(y)1, ceci implique que ¢(z) = ¢(y),
contredisant ’injectivité de c.
Supposons a nouveau par l’absurde que é(x) est un préfixe de ¢(y). Comme c(z)1 = c(y)1,
ceci implique que ¢(x) est un préfixe de ¢(y), contredisant le fait que ¢ est un code préfixe.
(b) Vérifions que la restriction de ¢ & , est un code binaire préfixe. Il s’agit en particulier de
vérifier que

Va € Xa, ¢(x) # €.
Par labsurde, si ¢(z) = ¢, alors ¢(x) = a et comme X, contient un deuxiéme élément y # x,
on en déduit que ¢(z) est un préfixe de ¢(y), ce qui donne la contradiction.
Le reste de la vérification est immédiat a ’aide de (a) puisque pour tout = # y € xa,

c(x); = c(y)1 = a.
Je remercie Michel Henri qui m’a signalé une erreur dans une premiéere version de ce corrigé.
(c) Cette inégalité est due a Kraft (1949).
On raisonne donc par récurrence forte sur max |c(z)]|.
TEX

Si max le(x)| = 1, alors Uinjectivité de ¢ implique que x posséde au plus deux éléments puis
TEX

que
1
S 21 = L emay) <1.
TEX
Soit n € N*. Supposons I’énoncé démontré pour m€ax|c(ﬂf)| < n et supposons meax|c(x)\ =
TEX TEX

n+ 1. En décomposant x en xo U x1, on a

Yokl = 57 olet@l . $7 gole@l = $7 g-i-let@ly $ g i-let@l — % (Z prle@l 4 3 2|e<m>> ,

TEX TEX0 TEX1 TEX0 TEX1 TEX0 TEX1

Comme les restrictions de ¢ a g et x1 sont des codes préfixes et comme

max |¢(z)] < n et max|é(z)| < n,
TEXo TEX1

on peut appliquer I’hypothése de récurrence :

D oorlE@ly N omle@l < 41 =2,

TEX0 TEX1

S ol <

rEX
Ceci achéve I'hérédité et la récurrence.

Finalement,

x2=1.

NN

(6) Il y a deux coquilles d’énoncé : la somme porte sur les © € x et non sur les x € X dans (a) et il
faut changer x en X dans Uindication pour (b)...Et a ce stade du sujet, le concepteur a un regret
et repasse a la notation usuelle In...



(a) Par le théoréme de transfert,

E(eX)) =Y le@)P(X =2) =Y -

rEX

In(gz)
n(2) *

et donc

2)E(je(X)]) = =Y psIn(g.) |

TEX

(b) On a
mER)E(e(X))) = = p.In(g)

TEX

= — pr hl(pw) + pr hl(pw/qgv)

rEX TEX

= HD)+ Y ¢:(pe/t) 0(p2/02)

TEX

= HP) + ) @(0pa/dx) + Po/ds —1)

TEX

= Hp)+KLp,)+ > po— Y

rEX TEX
= H(p)+KL(p,q) +1— Z 9~ le@I,
TEX
D’aprés les questions précédentes, KL(p,q) > 0 et 1 — ZQ"C(M > 0. On en déduit que

In(2)E(|e(X)]) > H(p) et donc que -

E(le(X)]) =

Ce résultat est un théoreme da a Shannon (1948), connu sous le nom de "théoréme du codage
de source”.

Partie III : Transport régularisé

(7) L’ensemble @ est convexe de fagon immédiate en revenant a la définition.
L’ensemble F'(«, 3) est convexe comme intersection de @) avec des sous-espaces affines.
(8) La notation Z est éventuellement acceptable de la part d’un étudiant négligent lors d’un oral...
j
(a) On a de suite

quij :Zai =1.

icl jeJ i€l

(b) On a pour tout i,

P(Xi=i)=) P(Xi=iXo=j)=) aj =
jeJ jed

donc ’ X7 suit la loi v sur 1 ‘ Et de méme, ‘XQ suit la loi 8 sur J ‘

(c) Sig=p, ona
qij = P(X1=14,Xs = j) = a;8; = P(Xy = i) P(X2 = j)

donc ’ X1 et X5 sont indépendantes ‘

(9) La fonction ¢ — Z ¢i;Ci; = (g, C)rrxs est linéaire donc convexe. Comme € > 0, on en déduit que
(4,5)

Je est strictement convexe‘ comme somme d’une fonction convexe et d’une fonction strictement

convexe d’aprés (la) et (4c).




(10) (a) L’ensemble ‘F (ar, B) est fermé‘ comme intersection d’images réciproques de singletons ou

d’intervalles fermés par des applications continues. |1l est borné | car pour tout ¢ € F(a, f3),

on a

V(i,j) eI xJ,0<¢q; <1
(b) Comme J, est continue sur le fermé borné F'(«, /3), elle posséde un minimum d’aprés le théoréme
des bornes atteintes.

Comme J, est strictement convexe, ‘ ce minimum est atteint en un unique point ‘d’aprés (1b).

(c) Si on pose C = 0, alors ‘ Jo est constante égale & 0 ‘, ce qui fournit un contre-exemple pour

I"unicité.
(11) (a) Par l’absurde, supposons que

A={(i,4) [ a(e)i; = 0} # 0.

Soit
B ={(i,j) | a(€)i; > 0}.
On a
Je(gle,t)) = (¢.C)+t{p—q,C)+e Z ¢(a(€)ij/pij +t(1 — qle)ij/pij))pij + € Z o(t)pij
(i,5)€B (1,7)€A
= (¢,C)+tp—q,C) +e Z ©(q(€)ij/pij +t(1 — q(€)i;/pij))pij + € Z Dij
(i,5)€B (i,j)€A
o) = De > pij.
(1,7)€A

Comme ¢ est dérivable sur RT™*, on peut écrire
Te(a(e,) = Je(a(€) + Mt +o(t) + (p(t) = 1)e Y py
(i,j)€A

pour un réel . De la,

Jela(e,)) = Jla(@) + 1 [ A+o() + 201 PR
Or,

i o(t)—1 L _
lim )\+o(1)+f6 Z Dij —tgrgl+ A+o(1)+ (In(t) —1)e Z Dij | = —o0.

o (f)eA (if)eA
On en déduit que
Je(a(e,)) = Je(g(e)) <0
pour ¢t > 0 suffisamment petit, ce qui donne ‘ la contradiction |.
(b) Le contre-exemple donné en (10c) fournit un contre-exemple pour cette question aussi.

Partie IV : Dualité

Nouwelle imprécision d’énoncé : il n'est pas précisé que l'on fixe € > 0 dans les questions (12) et (13) et il
eut été plus cohérent de noter L. au lieu de L.

(12) (a) L’ensemble ’ >0 est ouvert comme produit d’ouverts ‘

(b) Notation (f,g) un peu maladroite...et il aurait fallu écrire que (q(e),(f(€),g(€)) (et non
L(q(e), (f(e), g(e))) est un point selle de L !
Pour ¢ € R™*7 notons
a(q) = ((Zqij)ieja (Z%’j)je]) eR' xR/
jeJ iel
et
b= (—a,—f) e RT xR’,



On peut alors ré-écrire L(q, (£, g)) sous la forme
L(a, (f,9)) = Jela) = {(f.9), ala) + b)rs x -

L’application a ainsi définie est linéaire et on peut écrire a(q) = Ag ou A est la matrice de a
dans la base canonique. Ainsi

L(g: (f,9)) = Je(a) = ((f, 9), Aq + D)rr -
D’autre part
Vw={¢€Q|Ag+b=0}=F(,f).
D’aprés (10b) et (11b), J. posséde un unique minimum g(e) sur V, = F(a, 8). Les questions
(3b) et (3d) assure l'existence de (f(e€),g(e)) € RT x R” tel que | (q(e), (f(€),g(€))) | est un

point selle de L.
(13) (a) Considérons, (f,g) € R x R/ étant fixé :

L:qeQsor L(q,(f,9)=¢ Z ©(ai5/pij)pij+ Z C'ijqz'j+z fi(arz qz‘j)Jrzgj(ﬂj*Z Gij)-

(i,5)EIXJ (i,)ETX T iel jeJ jeJ iel

Montrons que L posséde un unique point critique sur Qs¢ : on a en effet

oL
i, (q) = €' (qij/pij) + Cij — fi — 95 = eln(qij/pij) + Cij — fi — 9j-
i
On a donc oL
Ty (@) =0&4q; = e(f”rgj*cij)/epij’
i

Ainsi, ‘ L posséde un unique point critique ¢(f, g) ‘ sur Qo donné par

V(i,j) € I x J, (q(f,g))i; = eFiTa=Cillep, |

La fonction L étant strictement convexe, le méme argument que celui donné en (3d) montre

alors que ‘q(f, g) est un minimum global de L‘ : sl ¢ € Qs0\ {¢(f,9)}, la fonction ¢ —
L((1 —t)q(f,g) + tq) est strictement convexe de dérivée nulle en t = 0, donc f(1) > f(0) :

| L(q) > L(a(f,9)) |

(b) On a, a I'aide d’un calcul peu passionnant et laissé au lecteur :

G(f,9)=€—c¢ Z eitas=Cullep,; + Zfiai + Zgjﬁj :

(i,4)eIxJ icl JjeJ

(c¢) La concavité de G est conséquence de la convexité de
(z,y) = e

sur R? que ’on démontre en revenant 4 la définition et en utilisant la convexité de I’exponentielle
sur R : pour (x1,41), (z2,y2) € R et t € [0,1] :
(%) : e(I=tz1ttee+(1-t)y1+tys _ (1—-t)(z14y1)+t(za+y2) <(1- t)e-”fl-i-yl + te®2 Yz,

La fonction —G est alors combinaison linéaire a coefficients strictement positifs de telles

fonctions et d’une fonction affine : elle est donc convexe et ‘ G est bien concave ‘
(14) Notons le retour grotesque du log...

On a
oG o e o B o
aifl(f7 g) = — Ze(fr‘rgj Cz_])/ ng + o = —efi/ Ze(gj Ct])/ pz_] _|_ o = Oél(l — €f7'/ Ze(g] C”)/ ﬁ])
JEJ Jer =
De 1a,
oG .
7 (fs(9),9) =i | 1 - — 7 e(gj—Cij)/eﬁ_ —0.
ofi Zje] e(9;—Cij)/ B; ]EZJ J



Un calcul analogue donne g—G( fo9:(f)) =01
9i

(15) La fonction G est concave sur R? x R’ donc sa restriction f — G(f,g) & R! x {g} lest aussi

pour tout g. Et la question précédente montre que f,(g) est un point critique de cette restriction.
Des arguments analogues a ceux de (3d) et (13a) montrent que fi(g) est un maximum global de
f = G(f,g9). On a donc

vg e R7,Vf € R, G(f,9) < G(f(9),9)
et de méme

Vg e R7Vf € R, G(f,9) < G(f,9-()).
On en déduit que pour tout k,

G(fF1, 65 = GL(g51),65) 2 GU*, 65 = GO, 0a(79) > G, 6)

ce qui montre que la suite ’ (G(f*, g%))ren est croissante ‘

(16) A nouveau une (petite) négligence : il n’est pas précisé que les limites sont & prendre lorsque k tend
vers +00. Et a nouveau une coquille malheureuse dans la définition de G, : le sup est a prendre
pour (f,g) € RT x R7 et non I x J.

(a) L’expression obtenue en (13b) montre que G est de classe C!. Comme G est concave, il suffit
donc de montrer que (f°°, ¢*) est un point critique de G pour en déduire que c¢’est un point
ol G atteint son maximum. Or, on a pour tout k& d’aprés (15) :

o¢ (fh, g1 = 29

k+1 k41 _% k+1y  k+1y _ % k k\y _

Par continuité des dérivées partielles et passage a la limite quand k tend vers +oo, il vient

oG oG
OO, o0 :Oet O()7 o0 :()7
afi(f %) fagj(f %)

ce qui conclut !
(b) Par définition de ¢(f,g) comme minimum de ¢ — £(q, (f,g)), on a

G(f,9) = L(a(f,9), (f,9)) < L(a(€), (f,9))-
Mais comme (q(€), (f(€), g(€))) est un point-selle de £, on a

L(q(e), (f,9)) < L(q(e), (f(€),g(€))) = G(f(€), g(€))-
Finalement,

V(f,9), G(f,9) < G(f(€). g(e))
ce qui montre que ’ G.=G(f(e),9(e) ‘

(c) Cette question me semble mal quantifiée : la constante a dépend du couple (i, 7).
Comme G(f(e),g(€e)) = G(f>°,¢°°) = maxG, il est naturel d’étudier d’ou vient le manque
de stricte concavité de G. FEn reprenant le raisonnement de (13c), ’exponentielle étant
strictement convexe, on a égalité dans (x) si et seulement si 1 + y;3 = z2 + ya.
On en déduit que G(f(¢€),g(€)) = G(f>°,g>) si et seulement si, pour tout couple (i, 7) :

I+ 977 = f(e)i +gle);
ce qui donne

f22 = f(e)i=gle); —gj° = ai; € R}
(d) A P'aide de (13a), on en déduit que
q(e) = q(f>,9>)

et (13a) montrant aussi que (f,g) — ¢(f,g) est continue, il vient finalement

qle) = q(f>,9®) = lim q(f*,¢")|

k—+oco




